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经 典 数学 分 析 中 的 思想 方法 和 技巧 是 丰富 多 彩 的 。 对 每 一 个 
年 青 的 数学 工作 者 说 来 ， 及 早 掌 握 这 些 方法 和 技巧 ， 将 在 一 生 的 
工作 实践 中 受益 无 穷 。 正 是 从 这 个 观点 出 发 ， 本 书 前 一 编者 早 在 
1953—1954 年 就 在 东北 人 民 大 学 〈 即 吉林 大 学 的 前 身 ) 讲授 了 
“分 析 方 法 ?这 门 课程 . 1955 年 将 讲稿 整理 出 版 , 书 名 与 本 书 同名 . 
1958 年 该 书 曾 由 高 等 教育 出 版 社 重印 一 次 .但 两 次 印 数 总 额 只 
A 7000 ЖЖ, 当即 一 销 而 空 。 二 十 多 年 来 , 该 书 早已 不 易 找 到 了 ， 
只 能 偶而 从 一 些 数学 著作 的 参考 书目 中 发 现 该 书 的 名 字 . 

近 些 年 来 ， 曾 不 时 收 到 各 地 读者 来 信 建 议 再 版 该 书 ， 可 是 二 
十 余年 过 去 了 ， 总 感到 原 书 的 题材 大 有 刷新 一 番 的 必要 ， 只 因 若 
于 缺乏 时 间 , 致使 修订 工作 拖 久 三 年 之 久 . 去年, 本 书后 一 编者 在 
杭州 大 学 数学 系 为 高 年 级 学 生 开设 了 “分 析 方 法 及 例题 先 讲 ”这 门 
R, 用 上 述 原 书 作 教 材 , 并 在 讲课 过 程 中 不 断 进 行 删改 和 补充 .于 
是 在 这 个 基础 上 我 们 便 合 作 从 事 原 书 的 修订 工作 ， 修 订 后 的 书稿 
又 在 杭 大 讲授 了 一 次 , 然后 略 经 修改 , 终于 最 后 定稿. 

在 这 个 修订 本 中 , 已 经 加 入 不 少 新 颖 的 题材 , 更 换 了 一 些 旧 的 
例题 和 习题 。 新 增 的 内 容 中 ， 也 有 一 部 分 命题 是 属于 编者 们 自己 
的 研究 成 果 (例如 关于 插值 余 项 的 命题 及 振荡 型 积分 的 渐 近 展开 

在 内 容 题 材 的 铺设 上 , 本 书 尽 可 能 对 相互 关联 的 命题 、 阅 题 及 
习题 作出 适当 编排 , 以 便 使 读者 容易 产生 联想 , 从 中 领悟 预示 的 途 
径 去 解决 问题 ， 就 这 个 特点 而 言 , 它 与 鲍 利 亚 与 薛 戈 的 名 著 《 数 学 
分 析 的 问题 与 定理 > 多 少 有 些 类 似 。 事 实 上 本 书 还 借用 了 该 书 中 
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的 一 些 有 趣 题 材 . 

鲍 利 亚 曾 说 过 :“ 一 位 好 的 数学 教师 或 学 生 应 努力 保持 解 题 的 
好 胃口 . ”我 们 自己 也 有 这 样 的 经 验 : 要 想 较 熟练 地 掌握 数学 分 析 
的 方法 和 技巧 ， 最 好 的 办 法 莫 过 于 经 常 动手 去 解 题 ， 因 此 在 本 书 
中 ， 多 半 是 示范 性 地 给 出 典型 命题 与 例题 的 极其 简明 扼要 的 证 明 
或 解法 , 类 似 的 命题 和 习题 则 要 求 读者 自己 去 解决 ， 应 该 承认 , 本 
书 中 的 个 别 题目 确实 是 难度 较 大 的 , 一 时 作 不 出 来 ， 既 不 用 灰心 ， 
也 不 必 去 查阅 任何 现成 的 习题 解答 书籍 。 希望 读者 最 好 从 一 些 相 
关联 的 题材 中 吸取 经 验 和 借鉴 ， 能 让 自己 去 闽 过 难关 ， 并 从 中 享 
受 乐趣 ! 

这 个 修订 本 略 去 了 原 书 的 第 五 章 (“各 种 类 型 的 极限 问题 ”)， 
因为 考虑 到 该 章 内 容 题材 这 份 庞杂 零乱 , 需要 全 面 修改 和 增订 ,从 
ПИЛКУ ЕЕ. 因此， 我 们 期 望 将 来 通过 出 版 < 续 编 > 的 方 
式 来 完成 上 述 任务 ， 好 在 本 书 各 章 自 成 体系 ， 且 已 足够 表现 出 数 
学 分 析 方 法 中 的 精采 部 分 。 当然 原 书 的 一 些 特色 都 在 这 里 保留 下 
ЖТ. 

我 们 要 感谢 吉林 大 学 和 杭州 大 学 的 数学 系 给 我 们 提供 了 完成 
这 个 修订 本 的 工作 条 件 。 还 特别 感谢 审 稿 者 路 见 可 教授 的 细致 审 
阅 以 及 本 书 编辑 的 辛勤 劳动 ， 这 个 修订 本 仓促 问世 ， 错 误 与 缺点 
ИЖЕ, 希望 读者 不 吝 指 教 . 

RI ENE 
《吉林 大 学 ) (杭州 大 学 ) 
1982 年 4 月 4 日 
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DnE ”关于 阿 贝 耳 方法 


阿 贝 耳 (N. H. Abel，1802 一 1829) 的 方法 是 一 套 比较 古典 的 
数学 分 析 技 巧 ， 它 在 数学 分 析 的 基 些 部 分 ， 特 别 是 在 级 数 的 收敛 
性 理论 及 有 关 和 式 (或 积分 式 ) 的 阶 的 计算 中 常常 用 到 . 

在 分 析 学 中 , 因为 理论 系统 性 的 关系 , 常常 把 这 个 方法 分 散 到 
几 处 来 讲 . 在 这 里 , 由 于 我 们 无 须 受 系统 性 要 求 的 限制 , 并 希望 能 
将 这 套 方 法 在 应 用 上 的 特点 表现 得 更 显著 一 些 ， 因 此 就 在 这 一 章 
中 , 采用 命题 ,例题 和 习题 的 形式 , 加 以 比较 集中 的 考虑 . 

河 贝 耳 方 法 是 从 一 个 十 分 浅显 的 恒等式 开始 的， 这 个 恒等式 
可 以 叫做 和 差 变 挠 公式 , 又 可 以 叫做 分 部 求 和 公式 , 它 相 当 于 积分 
学 中 的 分 部 积分 法 ， 从 这 个 简单 的 恒等式 可 以 直接 导出 阿 贝 耳 引 
理 , 从 而 义 可 导出 一 系列 很 有 价值 的 命题 ， 简 单 地 说 , 这 就 是 下 表 


Генна 
和 差 变换 公式 ……… 分 部 求 和 法 et 
阿 贝 耳 引 理 一 — ж ЖКК у, АВА 
v š 
分 部 积分 法 一 一 积分 第 二 中 值 定理 一 无穷 积分 收敛 阿 内 耳 判别 法 ， 


Ж з 
SLE ИЕНЕН ЭЕ 77 ЕЕ, ШАШУ Ai 
在 下 列 各 节 中 . 


51. 和 差 变 换 及 其 应 用 
L (PARRARI т<, WI 


п п-1 
> (di— А, _1)5, = A,b,— Am- ibn У14,(06,—6,,1). 
k = m k=m 


e ] ° 


[证 ] 将 等 式 左 端的 和 拆 开 ， 然 后 对 A, 进行 同类 项 合并 即 


得 . 
2. (分 部 求 和 法 ) 设 81 二 qi 十 qz 十 十 Qs (Ё=1,2,+е,п), MI 
n п-1 
Уа, =s bai 2 s, (b, —b,, i). K 
k=1 k=1 
[证 ] 这 是 于 命题 1 А, 0, А, = si(k 宇 1) 的 结果 ， 
3. 设 Snr=4, +a,- +a >s(n—>0), l| 
n п-1 
> аф, = 5, (s,—s)b,— У (8—8) (6,,1—06,). 
k=1 k=1 
[证 ] 这 是 于 命题 1 取 A= —s, А, = ss 一 s(% 之 1) 的 结果 . 
4. (МЯ 5] 理 ) 若 对 一 切 п= 1,2, 3, “mE, 
D1 之 2 之 … 之 0 之 0， 
ma, +а ++ +a,<M. 
则 有 
bm<a,b+a,b,+ "e +a,b,<b,M. 
[证 ] 应 用 命题 2, 由 于 m<s,< M,b,—b,, 20, 我 们 得 到 
" же=1. 
> la,b,<Mb,+ >уМ(Ь„—Ь„,,) = Mbi, 
k=1 К=1 
n а= 
> a,b,2 mb, Ша > m(b,—b,,. i) =mb.. 
k=1 k=1 
5. 设 ai, G>, ***, On, Ь,, bz, МК» Ь, 为 任意 实数 或 复数 ， 又 设 
A=max(|ail, |а,-Еа»|, 01, |a Haz +" tanl). 
则 
л п-1 
Dab, <A|>: [0,.1— b,| + шы. 
Юю =1 k=1 


6. iz p(n)>0, p(n) î co(n—co). Xiz Уја, 收敛 ， 则 


+ 2 ° 


УЫ =0(ф(я)) (nœ), (Kronecker) 
k=1 


[证 ] 本 题 可 用 和 差 变 换 (命题 3 ) ЖИЕ. 设 s= Ха, ЭРЕ 
| 


Sap =sø(1)+ (s —s)p(n) 
-Hep Dp) 
=0(1)+о(ф(т))— Fert Dr) 
= Уа) 009). 
从 而 对 任意 固定 的 m 而 言 , 有 
x Zat [xon +o- 


Hen PEHD), 
此 处 ss= maxlst 一 s|， 注 意 p(z) 人 оо, 且 ew->0(m->co)， 因 此 
对 于 任意 预先 给 定 的 正 数 e, 总 可 以 取 交 充分 大 , 使 得 
Уа, 
由 于 上 式 左 端 与 。 并 无 关系 , 自然 可 令 e->0， 故 命题 得 证 . 5 
7. ik p(n) | 0(п->соо), CDOT 则 


<о(ф(п)) + еһф(п) <о(ф(п)) +еф(п), 


пт (а, = a; Heee +а,.)Ф(п) =0, 
пәс 


[证 ] 显然 在 本 命题 中 ， 只 要 将 а, ф(п) 看 作 是 命题 6 中 的 
ал, 而 把 p(n) 看 作 古 命题 6 中 的 pCa), 就 立刻 得 到 


У1а, = Diap k) elk) = о(ф(п) !) (поо), 
k=1 


k= 
[ЭШЕ] 本 命题 亦 可 利用 阿 员 耳 引 理 直接 证 明 . 任意 给 定 
=2>0. ШИЕВ Е, 可 选取 自然 数 Y, E n> N 时 有 


%>as9(N) +аууФ(М +1)+ -- +a,p(n)> — 


又 显然 
0<Ф(№):<Ф(М +1) 7'<... <ф(т)!, 
故 按 命题 4 G pCa), e, ФОМ) 为 01,…,9.), 便 得 到 
(п) >а» Fays tet ir> Fr, 
亦 即 
(ах axy tt а„)ф(т) <. 
而 由 于 ф(5) 0, дА У, IË n> N' 时 
|а, +а t алл) бн) | < Ç 
Ф624 п> тах(л, №')Њ 
|(а,+а,++-Еа„)Ф(а)|<-+-у=г. 
命题 证 毕 . 
RIE, 命题 6 与 命题 7 是 可 以 相互 推导 的 . 
8. 设 o>>0， 则 当下 列 的 狄 利克 雷 (G. L. Dirichlet，1805 一 
1859) 
а 17° +а,-27"° Ha, 37+ Баст 
收敛 时 , 必 有 lim(a, Fat tan "0, 
9. iz (z)? 为 任意 一 个 复数 列 而 > [251,45 | = co, 又 设 


п=1 


` 4 o 


级 数 之)anzn АКК. MBA 


N N 
рэй Biata) '=0 
N>>\ n=1 n=1 . 
[提示 ] 应 用 命题 5 并 仿照 命题 7 的 后 一 证 法 即 可 证 得 本 命 - 
题 . | 
10. ўч в=1,2,3, + Sbn 9-а) 2а 并 
Н. 
mIs, +S +s, < M. 
Hp 5,=а, Hat teta. MAE FIPE: 
m(bi— ba) +s,b,< Darbi <M (bi— b2) +Snbn. 


k=1 
[提示 ] ЖЕ; а,б, 应 用 分 部 求 和 法 并 利用 题 设 不 等 式 即 : 
k=1 ý : 


可 . 
11. 设立 为 一 固定 的 大 整数 ， Qi, Go, ***, Ay, bi, ba, .... by 为 任 
意 两 组 常数 . 今 定义 b,=0(;> N)PLK 
Amb, = Am b, —Am-!b,, Ab,=b,,.i—b,, 
k 


gG = "> sm siU=s, ,—=a+a,+ > +a, 


»=1 


则 有 下 列 恒等式 成 立 : 
5 a,b, =(— 1)” SIs PA”, 
k=1 k=1 


[提示 ] 相继 应 用 m 次 分 部 求 和 法 即 可 . 
12. 设 a 二 0, bs 二 0, 而 (v4) 为 单调 下 降 的 正 数列 .又 设 


(В, В В, . /В, В В 
Н = тах 一 ,一 ， ө, nh í h=min(7Ë 251, <s Za), 
А, А, 2) 0 


(п B, ... Br 
кеиш е an”, | 
Ш А,=а,+а,+ +: ta, Be=botbi te +b, Ш Р 


WL: 


Saw, > bw 
hmt h— hn) — < 


n 
1 

> ат, `> 人 GO 
k= 0 2-0 


т 
> a, 


«Н, (НН) Z, 
Daw, 
k=0 


[证 ] 本 命题 可 看 作 阿 贝 耳 引 理 的 扩充 ， 其 证 明 的 办 法 亦 大 
和 致 相似 ， 首 先 我 们 注意 到 В,<НА,(&=0, 1, =, n), В,<Нь„А, 
(т=т,т-+-1,+,п), [Ж 


п = 1 
Dbw, Bi(v,— т) HB Vn 
к=0 k=0 


т и 入 一 和 
> a,b, > A, — Vrsi) Аара 
2=0 = 0 


т-1 n-1 
DHA (о, 041) > H mAr Vr — Ve) H mAn 
кє? k=m 


n-1 


> А, (01—01) ADs 
£0 


n m-i 


У\ь,о, УЛЈА, (0,0141) 
Zl —H,<(I—H,) 一 一 
Slaw, | >a, 

2-0 k=0 


т 
Saw: 


k=0 


<(H—H n) 


Sav, 
故 命题 中 不 等 式 的 右 段 已 告 证 明 . 其 左 段 的 证 法 与 此 相似 ， 
13. 保留 命题 12 的 全 部 假设 , 但 将 (on} 改 设 为 单调 上 升 的 数 
51]. 则 有 


Dbw: 

H ,,— (Н „— hm) Annt (Н— Н) Ам®м 入 一 
>a, Daw, 

k=0 k=0 

过 hn 十 (Hn— hn) Ало, (hm—h)Amvm 


i 
§ 2， 阿 贝 耳 引 理应 用 于 级 数 收敛 性 问题 
14。( 阿 贝 手 定理 ) 设 ”Yiw=s。， 则 lim Blows"=s. 


[证 ] 容易 看 出 Zouz"= ИЕ 0 和 zs<1 上 为 一 致 收敛 . Ж 


实 上 ， 对 任 给 正 数 C ANEH a> N 时 | Sa, |е, 从 而 由 阿 
贝 耳 引 理 (命题 4 ) 可 知 同时 有 | > а," | <z"e<ce, REOS], 
因此 由 函数 项 级 数 的 连续 性 定理 即 得 


lim f(z)=f(1)=s. 
15. (级 数 来 法 定理 ) 令 с, = а00. t aibri +" Һа,Бо, 又 设 级 
数 Ean 2b,, Zc, 都 收敛 ， 则 


/ со \ со 
БЭ? “з I >a, | >b, . (Abel) 
n=0 


ато A 
sit JiR A TT НЕ, ИШЕ 


Jos) (0<z<1). 


n=-0 


0 
[证 ] 略为 绝对 收 
> бшш" е > a,z" 216," 


п= 0 


T 
于 是 由 阿 贝 耳 定理 (命题 14) 便 立刻 得 到 
Se, = эше эе z= = lim 81(2)в;(т)=_ lim si(z)， Шт s,(z) 
Lin т" 
= (10801): БАБ 中 
ТЕТ “то 
16， 试 证 
E ae aa l AA E GE SE) 
Көр» 


[证 ] 于 阿 贝 耳 关于 级 数 乘法 的 定理 (命题 15) 中 , 取 a=b 
„(09 кыд, 2,3, өө), ау=б=0, ИЖ . 


Cn= а,Ь, abno + =. a, b i= (—1)"u,, 


此 处 
w = L E E E OE) 
” 1.(n—1) ' 2: (2 一 2) @m—1):1 ° <" 


nw =(1 t E 
21) 2na 2y +4) (воо), 
常数 (参见 第 四 章 题 25). 


УЕЛА 


式 中 y 为 欧 拉 (L. Euler, 1707-1783) 


ЊН 10,20. X | 7] (и аав = п(ш„— Wr) 一 


. 5 . 


Wri 一 [G і 1)20),, nw] = Wn+rl 一 二 >0， 故 知 10, L 0. 从 而 


由 菜 布 尼 讼 (G. W. Leibniz, 1646—1716) 收敛 判别 法 可 见 级 数 


D> le, > (一 Da 为 收 敏 ， 所 以 最 后 应 用 命题 15 即 获 证 明 . 


n=0 n=2 


17， 试 证 级 数 


їз НҢ ЖЖЖ ЖЖ. 
18. и, 0,0. 40. Ш 70-1)", 与 


10-10)" o, [05 АЖ (1) "о, 为 收敛 的 充 要 条 件 是 : 


n=1 


Wnr =U, Vn UWV- Fe uv, ` (Pringsheim} 


[证 ] 条 件 的 必要 性 是 显然 的 ， 今 证 充分 性 ， 写 


A,= S1(—1)t lu, B= >= C to, 
k=1 =1 


т 


С, = ](—1)*7!ш„, 


n=1 
жа, ва 51-10) u, KOD Zl. MI 


7а= шуи» - Wa— L (1) lQ, 
= 01—10 + M ID, 一 +(—1)"- TU pn 
— U,V, 05 eee d (—1)* uv 
Tu ep 一 全 = (=F ‘UsVn-2 
s (—1) uv 


=wB,—uB,-, 十 2 及 一 … 十 (一 9% „В. 


从 而 
A,B—C,= u (B --B,) ОЕ ua(B—B,-1) +u,(B—B.- x) — s 
+ (—1)”' u, (B— B). 


ІВ В, | Kvn |В— B,- |<u,,*, |В — B |<, 
由 是 
|A,B—C,|<u,, i Puspa HUV 
= 0.41 — u, 0 —>0(n— co). 
所 以 | 


limC,= limA,.B= AB. 


19. 设 w y 0, zw y 0， MSG m БУС), 的 乘 
积 级 数 收敛 的 充 要 条 件 是 Unva 20 ЕН. V,u,— 0, 这 里 


„= ш, + Ug t t Би, V.,=o0í 09 H Hn (Pringsheim) 
[证 ] 设 U,o,—>0,V,u,—0. ДЕ w, Жо, 的 单调 性 ,有 
Wan =U Von Шорон tt Шаа ада е оло 
«(ш + uu j (V, j Бен), = Unvn HV „Ма, 
Ш2л+1<0,0, EV nUn T Unya 
所 以 wa —>0. 
反之 , W ш, >0, 则 由 
Оо. = (Wit 二 hn) Vn KU Vn F ere HUn = Was 
V pUnK Wn 
可 知 Unva >00, Уи, 20. ШЕЕ, 


20. жіне EER тС 07 的 乘积 级 数 的 收 伍 
性 , 这 里 0<a—1,0<B<1. 
21， 设 Xa, 和 3b, 二 收敛 级 数 中 至 少 有 二 个 绝对 收敛 ,又 设 


+ 10 ~ 


С. = а, а,Ь, 1 shen ED 则 >e, Фк, В. 


| h. 5% )- Ута, (Mertensz- 
n=0 \n=0 n=0 
[证 ] 不 妨 设 Ха, 为 绝对 收 鳃 , 且 设 i 


n n n 
А„= > a,—>A, B,= > 'b,—B, C, = > е, 
= 0 к= 0 k=0 
со 
чы. w: ОШ: 1 | р' 
`` а, | = а В. SB . 
k=0 


则 如 同 命题 18 之 证 明 , 可 得 
A,B—C,=a(B—B,)-+a,(B—B,_-) ++ +а,(В— В), 
从 而 


[>P]: n 
|A,B—C,| < > [а,118— В, _,| F x [а,118— В„-,| 
v=0 »-[} 
<4 тах |B—B,| +2B' У) la,l. 
[5]<#<"= | »-[2] 


可 见 4,B 一 0,>0, 即 Cn>AB (п->оо), 
对 收敛 (其 中 an, b, 可 以 是 复数 ), 则 Za,b, БКС. 

CEJ 5 [0,—5,..1= В, 5, = lb 2106. —6,.) 16 
[bl +B., Рента 5 的 阿 贝 耳 引 理 , 得 


í т+р 
> а, |< шах | У] а, lo: 
k=m+1 l 1<p<n | рат 


m+n-1 
>; [6—61 | “P. [5..1 


k 1 


m+? 
<(2B |Ь,|)тах | > а, |. 
1<p<n|,-m+1 


• 了 了 = 


四 是 可 见 Za,b, а. 
23. KALETA) жга, 为 有 界 而 2(5, 一 5441) 为 绝 
k=1 


RH Sk Н. Ө š >00 其 中 ün, b, 可 以 是 复数 )。 则 >a,b, к. 
[证 ] ТЕ LH NA ПОВЕ ВЯ h, 不 等 式 


тт т т+р 
> a,b, тах, 5 a,l?’ 
k=m+1 k=m- 1 


=m+1 


(m 1 
| 5 а 


右 端 的 两 个 因子 , 前 一 个 因子 是 0(1), 后 一 个 因子 是 2(1)， 而 今 
sas, 后 一 个 因子 是 o(1). 

4， 设 (5a}? 为 一 有 界 单调 实数 列 而 级 数 Za, 为 收敛 ， 则 级 
Фү е WRN. (Abel) 


25. 设 b, 4 0(т->со) үң >а, 5 ЖЯ Ж. 则 级 数 Ya.p， 必 收 
L 1 
80. (Dirichlet) 
[提示 ] 命题 24 及 25 显然 分 别 为 命题 22 及 23 的 特例 . 
20. & ¿= соѕ0  ¿sin0-— ei 124 0<0<2л Н a, , 0 时 级 


[атр 
Уа," эй „МІВ Уса, £ 


P= n 
[提示 ] 4 |£|<1 H. #518 


n+p 


к= 


于 是 利用 命题 23 或 25 即 得 . 
27. 设 co,y0. 124 0<0<2л 时 级 数 Za,cosn0 及 Sansinn0 
为 收敛 , LA 


е 12 ° 


<= 
2r 


Е 1"*1(1— t?) 
1—# 


< 
[1—#| 


n+p n+p 


S асо = 及 Da, sinko |<- e ` Ë 
МАР sin 一 k=n siu — š 


2 


[提示 ] 在 命题 26 中 考察 级 数 的 实 部 及 虚 部 . 
28. 试 应 用 命题 25 来 讨论 级 数 Za,u,, Хао, 的 收敛 性 问题 。 


ОНГ МИКИ 
Ж > u, sin(n ; 5 б. ^0, = cos[ n P Ө, 并 从 而 推断 


Zansinn0*cosn’b, Ха, зіппб: ѕіпп?Ө 
ча, | 0 时 都 收敛 ， (Hardy) 
29. itan} 0(л->со) Н +(a+a,a)2a,a. MU 0<0< 


2x 时 级 数 名 十 Jancosnb 收敛 于 一 个 非 负 函数 ， 


及 一 1 
[证 ] 5 
1 " sin(n+-+)9 
D,(0)=— + > cosk0= 0 
k=) 2sin— 
2 
2 
n 1 sin(a +) a 
K,(0) => р, (0)=% Ла К : 
k=0 sin d 


则 相继 进行 两 次 和 差 变换 得 


п n-i 
2S acoskð= Уа, —а,,:)0,(0) +a,D,(0) 


k=1 t=0 
п-2 
= У(а,—2а,,1 +a,, 2) К,(0) + (a,-i—a,)k,- (0) + a,D, (0). 
k=0 ` 


В 524 0©(0, 2л) ЖЬ К„(@) 5; DAAR, 所 以 
(a,-i—a,) K, (0)—0,a,D,(0)—0 (n— co). 
В дЕ 
e 了 3 = 


= + E oniba > \(а„—2а„,„ +a,, 2) K,(0)2>0. 


n=0 


30 т Ea, 其 部 分 和 „= У) Slap 


了 =1 k=1 

有 鹊 绝对 值 恒 小 于 某 一 常数 C. 又 设 对 一 切 正 整数 m,n 而 言 ， 

Б Васы, bmn— Ва, 

Важ Бан = Бына T bi. u. >0, 
并 且 b,,,,—0(m—>co), bmn >0(л->оо), Ж Ха, „Б, 必 
K. (Hardy) 

[证 ] 本 命题 实际 上 可 看 作 是 狄 利克 雷 收敛 性 判别 法 的 扩 

Эс. 证 明 的 主要 步骤 就 在 于 设法 把 阿 贝 耳 引 理 的 证 法 推广 到 二 重 
和 和 的 情形 . 设 


H=max 
t.n 


Pe | (u<£SM,v<n<N). 
于 是 仿照 阿 贝 耳 引 理 的 证 明 , 可 得 
事实 上 , 我 们 可 以 写 出 下 列 等 式 : 


(1) < ЛЬ,» 


x N 
> >; Chmsn— hom- Dn — Ёла -1 +h,- ua -1) Dn,n 
д Ld 


, 


M N 

> P Uh. (bi, bhrin — Бы + бларп+1) 
t © n 

其 中 he,, = > >: ап, bz,,=b,,, (对 и<&< М, ›<т< N), he,, 


= 0, 07,,= 00400 &, п). ЖЕБЕНИ А, 时 就 可 看 出 不 
等 式 (1) 的 成 立 。 
э 14 。 


显然 Bo, Sus Su, -1™ 81-139 T Si- 1-1 故 可 见 ди» 等 
+1 ,Н<2С, 而 在 一 般 情 形 下 , H<4C. А 


因此 
| M N n-i vl | 
| SD 5- 2, E Jodas <2C(bi,, + b,, +26,,,) 
| 1 1 1 


<4AC (bin t ba). 
wT b1,,—>0(»->00), b,,—>0(u-> co), 可 见 二 重 级 数 Zamnbm,n 为 
И. 
31. i&<>0,0>0,2p>0. іХ Rk 3k 
cos (mô +- 9) 
2; 


(то - Ел 


为 收敛. 
[提示 ] 不 难 算出 


>; > eos (004-74). É 


k=1 J= 


СҶ == соз-у@° соз-- ó | 


АДА 


m+! 
0 ee _ Padt _ 
РР Disisi ү аз аур 


Бап Omia Omna) pI Бы» 1*п+1 


КА т+1 п + ! р(р+1)аВ. 
-f df" (ax 十 8ў) 271120220, 


Hr bna (та np) 7? > 0(24 mnro 时 )。 


8 3. 阿 贝 耳 的 级 数 求 和 法 


上 节 的 命题 14， 通 常 称 为 阿 贝 耳 的 需 级 数 连 续 性 定理 . 由 于 
. 18 «* 


сж тж f(z)= >, z" fE z=1 的 左 侧 是 连续 的 ， 因而 可 以 用 


ЖЯ 助 我 们 寻找 收 化 级 数 Sa, 的 和 ， 下 面 我 们 列举 一些 具体 的 
例子 . 


; 1 1 L — 
32. 求证 (i) с и A 一 ln2. 
<s ko. КИЙЕ л 
оа S£ Ga аш У 


[证 ] 当 0<z<1 时 


= (=H А 01)" 2п+1 221 

в =1п(1+ т), 211 21—601, 
故 得 

° /_1yn-1 ° /_1yn-1 

узсе)". lim эл" таш lim In (1 +z) = In2. 

<. n r a - п т] - 


с (=i ү с—1ў* xz2n+1 一 | aka E 
0 2п--1 = lim т 2n+1 Jim Б» 4` 
33， 试 求 级 数 1-6 A, 


R] 令 Лб) аан а о (|z| <D, 


f(0)=0. 今 先 求 fT) 的 有 限 表达 式 . 很 明显 地 , 我 们 有 


apos ан 111), 


_1 
1 十 z3 


f(z)=| 4 1а (1+2) 01901-23127) 
0 


220—1 ү; \ 
п) (л) 
故 最 后 应 用 命题 14 全 立即 得 出 


е [6 ° 


L Дол aspa 5 
et 1—) 
J. ИШИ ИКЕ! 1 т 
一 二 1a2 十 一 一 2 3 
3 < Ай 8 5 x З 8 +578 
Ба 1 nen- 
34. Сл n2. 


35. а> —1, 62 —1,а55. 求证 


ке k o 3 w 
Min adle Б) b-—al, 1—2 


[证 ] 显然 左 端 的 级 数 是 收敛 的 ， 把 它 写成 


< 1 1 3 е 21 ) 
do (nt a)n b) b—a nta n-+b/' 


1 n=1 


dz. 


›—@ md g La пБ, 


, т 由 е п+а-1___ „п+ь-1уү__ aiy z° е 2% ) 
ат a= р . 


а\1— 1—z/: , 


ih F f(0)=0,/ 
LOF f —\й (0<z<1). 
ДАИШ. КУ i ат 14 BH ане N 
36. JAIE 
1 „158 1-35 _ 1 
I taa NT 


[提示 ] 2082 (1—z) р I JK. 
37. WIE 


1 #„з 4 


лыу Еа ха Lass = 
2-3 Bd dB 5-6 ' ша 


° 17 ° 


)ln(1 ' >) —2 


[提示 ] DD сеги а =(1 +2) 


(0<2<1), 
38. чп ТЕ Е E P EA & A (г) 为 单调 下 降 
(0<z<1). 又 设 lim ps(z)=1 (n=0,1,2,…)， 则 当 Ха, 为 收 


AA 
lim а, ют(т) = >=. 


[证 ] 本 命题 是 阿 贝 耳 关 于 需 级 数 和 的 连续 性 定理 的 拓 广 ， 
其 证 法 亦 相 似 ， 由 于 wx(z) 一 1(z 一 1 一 ), 故 不 妨 设 w(1)=1(2= 
0, 1, 2,…). 因此 存在 正 数 АК ó 使 对 1 一 6 委 z 和 1 有 zw(z)<<4.。 
今 设 任意 给 定 正 数 e , 则 可 取 正 整数 入 ， 使 对 满足 m 宇 x 二 的 一 
切 正 整 数 m, n, Ж 


由 是 , 当 n> N 时 , Е p 名 有 


Бам) Za, 


这 说 明 Ха,о.(х) 在 [1 一 6, 1] 上 为 一 致 收敛 ， 因 之 ，>anvn(z) Ж 
z=1 的 左 侧 是 连续 的 . 
， 设 级 数 Zna, ЖК, 又 设 f (z) = DBa,z"(|z|<1). Ж 


<vo (z)max <Ae (1—8<хт<1). 


Ула, = lim (f(1)—f(z))/(1—z). (Stolz) 


GER] 注意 Xa = Z(ne,) 工 , 工 , 0, 从 而 利用 命题 25 可 
п п 


以 从 Znan 的 收敛 性 导出 Ха, 的 收敛 性 .又 因 
` 18 • 


о) = = 
当 0<z<1 时 关于 % 单 调 下 降 并 且 lim vn(7) =1(n=1,2 
故 再 应 用 命题 38 于 > Ina,o, (z), 便 可 得 到 我 们 所 要 证 明 的 结果 ， 


‚Ө, 


40， 试 证 
， -_ p= Z "1 
Ma БСО raya pon e 
_ 1 
= 5102. 
[提示 ] 可 以 应 用 命题 35， 例如 我 们 置 = D o, 
ОР xC DU 2. 
。 试 证 当 0 二 0 二 2x 时 | 
ы +5" но) 0, lim Учан =L egt, 
(Poisson) 


[提示 ] танти HE i 一 re"， 然 后 考察 其 实 部 


与 虚 部 , 即 得 当 0<0<2x,0<r<1 时 有 
1—т? 


і. а= _ 1 
т>” ш 1—2тсоз@-Ет?” 


р зіп б 
2." Упав рут 
[注意 ] EKMAR, созо 与 Zsinn0 是 发 散 
的 .但 据 * 阿 贝 耳 求 和 法 ”, 居然 亦 能 求 得 其 “和”。 因 此 很 自然 地 ， 
我 们 就 把 这 种 “和 ” 数 叫做 该 发 散 级 数 的 广义 和 ， 显 然 ， 发 散 级 数 


:19; 


的 广义 和 与 所 用 的 求 和 法 有 关 。 БОШ ЕЙ, 任何 一 种 求 和 法 , 车 对 
所 有 收敛 级 数 而 言 , 据 此 法 都 能 求 得 真正 的 和 , 则 对 某 个 发 散 级 数 
依 同 法 求 得 的 “和 和 ” 数 就 可 以 叫做 广义 和 ， 于 是 为 了 表示 区 别 ， 说 
发 散 级 数 的 广义 和 时 要 同时 说 出 所 用 的 求 和 法 。 例 如 , 命题 41 的 
结果 可 以 说 成 : 当 0<0<2 时 ,级 数 于 十 Yeoszb 按照 阿 贝 耳 - 
洛 松 求 和 法 求 得 的 广义 和 是 0， 级 数 Ysinzg HRE ДНА А 
和 法 求 得 的 广义 和 是 于 etg 妃 ， 求 和 法 同时 冠 以 泊 松 (D. Poisson, 
1781 一 1840) 的 姓氏 是 因为 在 使 用 该 求 和 法 时 , 泊 松 首先 跨 出 由 政 
敛 级 数 到 发 散 级 数 的 一 步 . 
54. 分 部 积分 法 与 积分 中 和 仿 定 理 

当下 标 即 改 成 连续 变量 时 ， 与 和 差 变换 相应 的 是 分 部 积分 公 
式 , 与 阿 贝 耳 引 理 相 应 的 是 鲍 纳 (0. Bonnet, 1819—1892) 的 积分 
中 值 定理 ， 在 本 节 中 ， 将 叙述 与 此 有 关 的 若干 命题 、 例题 及 习题. 
为 使 某 些 命题 能 具有 较 一 般 的 形式 起 见 ， 我 们 将 假定 读者 已 经 党 
握 关 于 黎 曼 - 斯 提 捷 (B.Riemann，1826 一 1866; 工 .J.Stielt јез, 
1856 一 1894) 积 分 的 初步 知识 。 对 于 不 熟悉 这 些 知识 的 读者 , пр 
BJ F dg(z)=g'(z)de 的 理解 ， 将 命题 自行 改 氢 成 自己 熟悉 的 形 
式 , 并 适当 补足 条 件 ， 或 者 , 略 去 有 关 部 分 不 谈 . 

42. (分 部 积分 法 ) 设 黎 曼 -斯 提 捷 积分 | a(z)&7(z) 存 在 ， 则 


| raya a Y bh tE, 并 且 有 分 部 积分 公式 


| dalr) = AEE 


[证 ] 以 x 表 [a, 21 的 任 一 分 划 : 
m:a=z <z LE L Ln =E D, 
并 记 |x|= max (z,—z,-), 应 用 和 差 变换 《命题 ) 于 积分 和 


i® 20 ° 


a(z)df(z). 


-a 


оба, D = У) Габа) alr), HERA E= G, 
Быз БОЕ s “basa lbu T 
оба, D= Заа) ОТ нас) 
аба) f (Ë) 
= асал) —f(a)1— BaD En) 
оа) АЈ )а) 
— (а) (а) 
= – У(ПТ, =) +f (b)a(b)—f(a)a(a), 
ЖФ а, ЕСЕ, =b, ТНА E 
=(a,z 251,6), ФА ХОП, DHR | CEJA CE) 的 积分 
Яд, шах (8, 一 各 -1)<21x|， 所 以 令 |r|->0 时 便 得 
| faz)axlz)= lim оа, £)= lim ХОТ, 9) 
+f(b)aGb) —f(a)a(a) 
= – | «(®)4/(т) + f а) — f(a)a(a). 
[注意 ] ”熟知 ,车 f(z) 连 续 而 a(z) 为 一 有 界 变 差 的 函数 ， 则 


积分 | f(z)da(z) 存 在 ， 而 贞 本 命题 可 知 ， 当 az) 为 连续 而 f(z) 


Å b 
为 有 界 变 差 时 ,积分 | .fCz)da(z) 亦 存在 ， 

43. (第 一 中 值 定理 ) 设 cz) 为 一 单调 函数 而 f(7) 为 实 值 连 
рй, Mt REAR 


b 
[/(ту4х(ту= С) аЬ) ela] (a=£<b). 


[提示 ] 此 命题 的 证 法 与 通常 歼 曼 积分 的 中 值 公式 汪 法 
` + 21» 


相似 . 

44. jz faem e(z)2Z[a, b] БИ) ДСН. Lebesgue， 
1875 一 1941) 可 积 国 数 (简写 作 peL), Jit pg(7) 宇 0， 则 必 有 £, 
а< <, 使 


[састао = f(| ет). 
[证 ] 在 命题 43 中 取 a(z)= | (7)dr(a<z<b) 即 得 . 
45， 设 在 [4,5] 上 f(z) 为 连续 而 a(z) 为 有 界 变 差 , 则 
[frea «мор V (а), 


这 里 МО) = max |f(z)|, їй V (о) Ж a fE[a, Б] ЕЙ; 43828. 

46，( 第 二 中 值 定理 ) 设 在 [a, b] k xz) 为 一 实 值 连续 函数 而 
f(z) 为 一 单调 函数 ， 则 必 有 E, aE, 使 

[`/(=)йа(г) = /(а)| dalz) t f) [ dale). 

[提示 ] 应 用 分 部 积分 公式 (命题 42) 后 再 应 用 第 一 中 值 定 
理 (命题 43) 即 得 . 

47， 设 p(z)eL, 又 设 f(z) 为 单调 ， 则 必 存 在 和 a<&<<b, 使 

[оларса Ро) | воа Р gade. Bonnet) 

[证 ] 本 命题 可 由 命题 46 推出 ， 亦 可 直接 利用 阿 贝 耳 引 理 
(命题 4) 来 证 明 . 

48. it tE Ca, b] 上 a(z) 为 实 值 连续 函数 而 f(z)>>0 Н. 
FC) 人， MRA E aio, fi 

| Fiar) 7) | хх). 


* ба) 个 表示 SO AA mAAR, f (a) ;表示 еа) 为 单调 减 小 函数 - 


e 22 ° 


RE fG)>0 B. f(E) 1, MBH £, aS £b, të: 
[rayta = 6а) | dala). (Воппе!} 
[证 ] 假定 f(z) y ， 则 应 用 阿 贝 耳 引 理 于 积分 和 
s= УУЧ) ala], 
易 见 
fC) inf [васе Сг) дасе) <fa) sup (аас). 
由 于 | da(t)==a(z) 一 a(a) 为 一 连续 函数 , 故 必 有 z= 之 值 使 


[оа васт) = уа) Габ) —a(a)1. 


至 于 f(z) 个 的 情形 , 其 证 法 完全 相似 . 

49， 试 由 命题 48 导出 命题 46. 

[ 解 ] 假定 命题 46 中 的 f(z) 为 单调 下 降 而 不 必 为 正 ， 则 可 
& F(z)=f(z)—f(a). 于 是 以 F(z) 代替 命题 48 中 f(7) 的 地 位 
即 得 . 

50. 设 在 [a,5] 上 a(7z) 为 一 有 界 变 差 范 数 而 f(7) 为 一 非 负 的 
连续 函数 。 若 РС) А, АИ 


| Adae) А3), 


此 处 
исар 
ЖОЮ 
(Уват) = Ву (а). 
此 处 
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inf | da( t )< B< sup | da( t). (Boas) 


а<т<ь .' 
{提示 ] 回顾 命题 48 的 证 明 过 程 . 即 可 见 本 命题 为 真 . 
51. i¿a>0,4>0,0<a<b, ХШ 


[° cos А` 2 е 
(н) |< ( 陈 建 功 ) 
[iF] 作 变 数 替换 
D= a (#>0). 
а дт) >0, 
dt_/ Aa N 2 ala+1)A dt 
q l+ да) Ое lot 


W: ИЕ УКЕ ЛЕККЕ? 

wo cos, dt 71 [ws соз 
|, же sin wt” —|(1+ кж пр ү si Snwdw |, 
ЖАК wa, ws 为 相应 于 上 =at =b fj wii, u, <£=<u,. 


52， 设 jz ) 为 以 2 为 周期 的 可 积 周期 国 数 ， 那 未 采用 命题 
-29 的 证 明 中 的 记 法 时 , jz) 的 傅 里 叶 级 数 的 部 分 和 可 表 成 


5„(л)=--|` f(z+0)D,(0)a0. 


现 设 f(z) 在 [一 x, x] 上 为 连续 的 有 界 变 差 函 数 ， 试 证 8,(z) 一 至 
Зк Е f(z). (Dirichiet-Jordan) 


[证 ] 显然 二 | р„(#)40=1, 所 以 


Sn(7)— оу fle 40) f(r 0) —2f(z))D.(0)40 
= |, TOET 十 一 ХО 
\2ш&-- 
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+z Фф.(0) cosn040, 


A iB o,(0) =f(z +0)+ f(z —0)—2/Íf (z). РТТ 勒 贝 格 引 
EB, 当 2 一 co 时 ， 上 式 未 端的 后 面 两 个 积分 都 一 致 收敛 于 零 .。 至 于 
前 一 个 积分 , 则 宜 将 积分 区 间 拆 成 三 段 : 


uo ianh 19 n +, 下 Z <n<x=. 


下 面 分 别 估 计 上 式 三 全 积分 。 先 看 中 间 的 一 个 ， 由 第 二 rh 64 BB 
及 分 部 积分 法 ， 


:0)sinn0db| (2л) 


se Ж а: 
л КРЕ moz 


对 于 正 数 e, 我 们 可 以 取 与 x ER n, 使 上 式 的 最 右 端 小 于 e, ЗЕ 
在 固定 此 7， 令 #> 闻 对 第 一 个 积分 , 由 第 一 中 值 定型 以 及 不 等 
асна 得 


< max СӨ) тах |ф,(0)| д. 


0<0=7 0< <= 
н п 


sinnað 
aa -d0 =< 


所 以 存在 与 z 363810 N, 使 ?> 入 时 | |е, 显然 ， 此 六 还 可 到- 


得 使 当 n> N 时 对 第 三 个 积 分 亦 有 | | <=. MAAK, 
n> N 时 有 


| g, (0) ч yo) <3e. 
0 
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证 明 完毕 . 
[注意 ] 由 于 S.(7)>S(z) 是 函数 在 xz 近 旁 的 局 部 性 质 ， 
所 以 当 f(z) 为 有 界 变 差 时 , Ss(z) 必 收敛 , 且 


limS,(z) Уе 0) 708 —0)). 


ХДМА, АЭ ЕВ Н: (Ch. Fourier, 1768—1830) 2% 
:收敛 性 的 狄 里 克 雷 - 约 当 (C. Jordan, 1838 — 1922) 判 别 法 . 


53， 设 f(z) 是 [a,8] 上 的 可 积 函数 , P(z)=|”f(t)dt 满足 
|F(z)|<M(z—a)(aSz<b). 又 设 9(z) 是 [a，5] 上 非 负 并 且 非 
增 的 可 积 函数 ， 则 


ү KOLOLI g(z)dz. (Натансон) 
[HE] 设 <c<B<5， 则 由 分 部 积分 法 ， 
| tayscaya—ac | taya = | KEE- 


= —Р(а)[е(а)—(8)1— | Faigle) 

把 关于 1(z)| 的 条 件 用 到 上 式 的 未 端 , 可 知 其 绝对 值 不 超过 
М(а–а)[0(а) —g(0))— | 2(z 一 0)ag(z) 

= М(а—а)[д(а)—9(8)1—[М («—а)в(ту + М | бт) 

=м|ө(к)&+2М (а—а)д(«) — М(а+ B —2a)g(0). 
ща, Ва, 这 是 个 无 穷 小 量 , 所 以 | ，f(z)g(z)az 收敛 ， 置 有 
=b,a>a+, ERI 

||! FE м gr) MG—a)g08) 

+g) | fG)as< u |° g(z)4z, 
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54， 设 fM 9(z) 是 [oa， 可 上 的 两 个 可 积 函 数 ，f(z) 不 增 ， 
9(7) 满 足 0<g(z)<1. MI 
поа Fas уса, 
这 里 4= [е уй. (Steffensen) 
ПЕ] WERB. RIA 
MEOLO. 


=| -OaS fg 


>/@а+|` euh SOE 
=f [fat -f(t)]g(t) >0. 
至 段 可 以 同样 证 明 ， 但 也 可 由 已 证 的 右 段 导 出 。 事 实 上 , 置 G(t) 
一 1 一 g(t), 则 只 要 对 | FOGE 应 用 右 段 即 可 . 
55。 设 g.(7?) 和 gz(7) 满 足 


[anyus ga (<z<D)， 
[аа = | оса. 
又 设 jz) 为 非 增 ， 则 
97 (z)as< | Ga) Со). — (Steffensen) 
DEJ #б(@а)=|[(ї)—(@)1@. ML G(z)>0 
(a<z<b). G(a)- G()=0. ВД 
[оо сеа (уе оа = | Feat) 
=E- аса) – f aafaa. 
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56， 试 由 命题 55 推出 命题 54. 
aje (1(b—4<1<b), 
Е 10(а<2<— А); 
1(а<2<а-+2), 
(ё) = 
960) P 二 4 二 zx 志 5). 
57. р 0<g(t)< A 代替 命题 54 中 的 Og), Д] 


af коа Fg uA Ft, 


a 
a 


[提示 ] Eg g(t)=g(t); 


这 里 4 是 正 的 常数 ,4 一 二 | Ca. (Hayashi) 
[提示 ] 我 们 有 
A|” aya | оосо 
= [садаа | Саъ 


#01)19(1)й, 
SE SE, 
58， 不 等 式 


[поа усов | уса (1) 


( 式 中 4= оса fCtNDR3r 00382 B. 必要 
条 件 是 函数 9(t) 对 所 有 ze[a, 5] 满 中 


о<| subs oS| gtd <ra. (у 
(Уаѕіё-Реёагіс) 
[证 ] 先 证 条 件 的 必要 性 JI QS СУ 则 不 等 式 
us: š ныр Te 
(1) 给 出 
| 000) аа-а (а<2<0+2), (з) 
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[aya >o ` (a+ A< z<b). (4) 
设 a L A<<z<b, 则 由 (4)， 
аа) [00а а-а | (уй >. 
设 а<2<а+2А, 则 由 (3)， | 
[оса а |С) >- 06а) а А220. 
所 以 (3) 和 (4) 对 所 有 zeE[a,5] 者 成立， 同样 可 证 
| [вой >о, оса 


对 所 有 хЄ[а, g 成 立 ， 所 以 当 不 等 式 (1) 对 所 有 不 增 的 РСЕ) УУ. 
时 条 件 (2) 成 立 . 


再 证 条 件 的 充分 性 ， 我 们 有 
КЕСЕ -| f(g) 
оа g(t) 
+Í atd- ад. 
利用 分 部 积分 公式 
b $ 5 
Јна sto еа) (сода jay, 
易 知 当 (2) 成 立时 
Г, = -| [Éa Gaya lafaz) 
=| Eee) | gaa /i)1>0, 


b b < 
Ме | осе ]afz)>0. 
ЭЛ) ААА ЭЛ. АЈА А рр РВЕ НЬ ИЕ Д. 
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59， 设 无 穷 积分 | w(z)az Diek. XE VCz) 为 一 单调 的 有 


жай. ШЙ | P(z)%(z)az Ez k. (Abel) 
[提示 ] 显然 本 命题 相当 于 命题 24 (关于 无 穷 级 数 的 阿 贝 耳 
判别 法 )， 不 难 利用 命题 47 来 证 明 . 


60， 设 函数 a(z)=| pCt) de Ж Ж (а<а<о), 又 设 当 
ссор Wz) 40。 则 积分 | p(z)%(z)az 必 收 化 ， (Dirichlet) 
[提示 ] 本 命题 显然 与 命题 25 相当 . 
61. iZ w(z) / 0(z->co)。 试 证 下 列 二 积分 必 收 伍 ; 
[Гес пай, | sC) совла, 
62， 设 a 是 正 的 常数 ， 试 证 不 等 式 


= | 
| сов (а?) [<$ 


[证 ] 利用 命题 48 易 知 


[ cosu 
2.7“ 


. ]& f(z)>0, f(z) | (0<а<оо), Хі glr) а 0<9(2) 
«<А(0<=< оо). ја 4= COLA. 则 


k 1 
Е. cost dt |< 


1 
<> sup. 


Ген 


[оосо (у(х). (Apery) 


[提示 ] 由 阿 贝 耳 判别 法 可 知 积分 | ,7f(z)g(z)az 为 收敛 ,此 
外 我 们 可 以 写 出 与 命题 57 的 提示 中 的 等 式 相仿 的 等 式 . 

61， 试 建立 与 命题 22.23 相当 的 关于 积分 | o) %(z)az 的 
收 化 判别 法 ， 


. 30 ° 


[提示 ] # m V =V (9) 为 有 限 ， 则 说 pE i 
[a, c=) 上 为 有 界 变 差 。 于 是 有 

阿 贝 年 判别 法 . 设 (7) 在 (a，co) 上 为 有 界 变 差 ， 且 积 分 
[elz)az 为 收敛 . 则 积分 | w(z)4(z)az 亦 收敛 . 

次 利 克 雷 判别 法 ， 设 | p(1)di(a<z<oo) 为 有 界 . Ж (zy 
在 (a, co) 上 为 有 界 变 差 且 %(z)->0(z->co), 则 积分 | Paade 
为 收 全 

事实 上 ,对 任意 8>a>a, 我 们 有 


в z í ч 
|, барса max [rom |. ÍV D+ 190911 
当 a>co 时 ,上 式 右 端 或 者 =o1).0(1), жж =OC1)-o(1). 


65. iZ g(t), p(t),，a(t) 都 是 在 a<i<b 上 的 有 界 变 差 尔 数 
而 且 彼 此 没有 相同 的 不 连续 点 . 则 有 


се (тда) | 
<(V ю+1е®—)!). sup, |f жуд) h 
КОШО 


<(V +196001) зар | wean) |. 


[证 ] 命题 中 两 个 不 等 式 的 证 法 基本 上 是 一 样 的 。 现 在 来 证 
明 其 中 的 第 一 个 . Siami 为 [a,5] 的 分 划 序 列 , НП 
жы:а=ху”<тү?< < =b, 
[л | = max [200—201] (т=1,2,.). 


e 3] è 


并 且 规定 ，rw 的 全 部 分 点 亦 都 是 zm 的 分 点 ， 且 | xn|->0(m-> 
<co)。 应 用 一 般 形式 的 阿 贝 耳 引 理 (命题 5), 可 得 


(Foar >A (zs my [a (z° gm) 一 —a (r т) | (1) 
<t) S paR) Св) + pem]? 
<M(x)| V (ә +1Ф@—)1 J, 

此 处 zi 二 (zi pa) G =1,2, =, n), V (p) 表 9(z) 在 
(a,5) 上 的 总 变 差 , 又 
M(xn) = max |E vamala m)— alsm, )]|. 


由 黎 曼 -斯 提 捷 积分 的 存在 性 ， 可 知 当 m— co 时 (1) 的 左 端 趋 于 
f. ， 因 此 问题 即 在 于 证 明 


BM) =< mp, | fepna | а 


显然 我 们 可 以 从 《rm} 中 选取 一 个 子 叙 列 {zi}， 使 得 (л) 
L(I—co). 今 假定 


мба) = |на ао) аа | (1=1,2, +). 


(3) 
M (z) 显然 为 一 有 界 点 列 , 故 有 上 极限 limzg2=4 生 2， 于 是 有 
两 种 情形 应 别 加 以 考虑 : 
G) 假定 有 无 限 多 个 7 的 值 ， 例 如 {ls} 使 rpp =A=, 
2,…)， 此 时 即 可 从 {zi }) 中 选择 子 序列 {zi,} mim3e8- 斯 提 捷 积 
分 的 存在 性 可 知 


+ 32 。 


lim M(x =L= |: p (u) da (u) |. (4Y 


Gi) 假定 并 没有 无 限 多 个 1 的 值 使 rsp =A. pekt T K (mi) 

中 选取 如 此 的 子 序 #| (ла, ар | А(й—>со), ЉТ PLA 
lim М (я) == [КОО : 

最 后 由 (3), (4), (5) 三 式 可 知 (2) 为 真 . 故 命题 得 证 . 

66. 1 olt), Y) (г) аЬ 上 的 有 界 变 差 国 数 
而 且 无 相同 的 不 连续 点 .又 设 “ 是 a, b 之 间 的 任意 一 个 值 。 则 有 
下 列 不 等 式 成 立 ， 其 中 积分 号 下 被 省 写 的 被 积 表 达 式 是 
yt)dalt): 


[А риса со) |< V [eJ sup 


а<х<с 


(Voo) p, 


(5) 


+ 


|- 


+ 


ессе (У oea), sup |[ |+ 
+V e sss, [| 


[提示 ] 显然 , 本 命题 可 以 看 作 是 命题 65 的 一 个 精确 化 ， 要 
证 明 它 ， 我 们 只 须 在 命题 65 证 明 中 的 分 划 序 列 {zm} 的 分 点 内 播 
进 一 个 固定 的 分 点 z==c( 此 点 属于 一 切 ль). 再 取 9 z(a = 


2, 8, .. —1), 2 rm) 一 > (29% trr > z..=+ («© ү +z), 于 - 
是 不 等 式 (1) 的 右 端 可 依 。 为 分 界 点 裂 成 两 段 而 分 别 考虑 其 极限 ， 
仿 命 题 65 的 证 法 即 可 得 证 . 


67， 设 函数 alr), P(Z) 天 0 定义 在 [0, cc) 上 而 适合 下 列 条 件 
G) 在 每 一 有 限 区 间 [0, £] E cx(z)，2(Zz) 都 是 有 界 变 差 国 数 = 
Gi) а(х) wp(Zz) 没 有 相同 的 不 连续 点 ; 
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Gii) 34 t>o tt, V (p)->co 
MERR | p(t)-'da(t) 收 敛 的 必要 条 件 是 
ima(t =0. 
tima(t)/ V (0) 
[证 ] 可 应 用 命题 65 来 证 ， 设 命题 中 的 无 穷 积分 为 收 敏 . 则 


对 e>0, 存 在 №0, E4 T'>T> N И Н 


F da(t) 
т pCt) 


由 是 应 用 命题 65 的 第 二 个 不 等 式 可 以 见 到 


j коба 


1 
< 


а") —a(T) | = IN da(t)| = 


«(У (+ Ie(n+)1)2- 
由 于 W (р)>оо(Т'->со), Т Т' ЖКУ ХЕ 


lacr I< V (pe, watr) / V ср) <. 
0 0 


是 故 命题 为 真 . . | 
68. 试 证 在 命题 67 的 条 件 下 有 可 能 wa(t)->co(t->co) 而 同 
PF wp(t) 为 有 界 函 数 ， 


[证 ] 令 
_ (0(0<#<1), 
n Ни 
@(t)=(—1)* (в<#<2+1,2= 0,1,2, =). 
ИЕҢ в 67 ВАДЕ, ЕН, 积分 | p(t)-'dalt ) 


ә 34 o 


K 


Eleh. WR E, 对 于 小 的 正 数 6 而 言 , 由 分 部 积分 法 可 得 . 
rttsgda(t) 


=(—1)* {1n (k +ô) + 1n (k—ô)—2lnk} 
РГ г: ) 


(k=1, 2,3, +). 
та 从 而 


Гаа 39-p EE 


4 1 ово 
= — 2+3 ln 十 
此 为 收 仇 ， 尽 管 如 此 , 但 却 有 a(t)—co(t—oo), 

69. 设 z 为 一 固定 值 ，a(t) 为 一 单调 的 连续 函数 ， 试 证 当下 
列 积分 
收敛 时 必 有 a(t)=0(t/1lnt)(t->00) 

70. 设 LOR $(t) 在 每 一 有 限 区 间 [0，7T] 上 都 是 有 界 变 差 
函数 , 且 当 t->co 时 8(Ф)—>В, ó(t)—>-+ co, Xit B(t) 在 [0, оо). 
上 连续 并 且 对 一 切 T>>0 而 言 有 条 件 V (0) 1400) |<К (K 为 
常数 ) 成 立 ， 则 有 

. 1 fr 
lim Fin)|, 80204962) = Воо) =В. 

[证 ] 不 妨 假定 $(t) 取 0(0 过 1 二 o0)， 因 车 不 然 ， 则 由 于 - 
4(t) 一 十 co 或 4) 一 一 co， 显 然 可 于 $(t 加 上 一 个 绝对 值 大 的 
каак. 现 设 

(їу= | ф(ш)48(и) (а(боу=0). 
显然 wx(t) 是 一 个 有 界 变 差 的 连续 函数 ， 此 外 , 我 们 有 
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B= gda 0) 
事实 上 , 由 分 部 积分 法 并 调换 积分 次 序 , 得 到 
KOKOON O | «(и)4ф (и)! 


=g асе) | ag Cw) f gape) 


= 00) 7902) | ФС2) 2802) | афо) 


=H At) | AA IAE) 
=В(ї)—В(о). 
由 假设 6(t)->B(co) 一 B， 故 由 (1) 又 得 
[ес аби) = Воо) — 800). (2) 
再 对 (1) 的 右 端 实行 分 部 积分 , 且 以 %(t)-: 乘 两 端 , 得 
е БОО -S po) — p| poga. 09) 


根据 命题 67 由 (2) 可 知 a(t) / V ($)>0， 从 而 由 本 命题 的 假 


кү (Ф) =0(1Ф(2) 1) 9] а(2)/ф(2)->0, ВЕТ RG) йун 


- 令 上 一 co 就 得 出 所 要 证 明 的 结果 . 

71. iZ a,—a(n—oo), 2b,=co(b, 不 必 全 正 )， 又 设 对 一 切 
Н (| фо] + |b |+ + lbnl)/l bobi t +b,| < K (常数 )。 
则 

[提示 ] 只 要 在 命题 70 中 将 %(t) 定 义 成 适当 的 阶梯 国 数 即 
т]. 
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72. 试 作 一 例 表明 命题 71 нажы / |220, < К 


不 可 缺少 ,并 且 由 是 推断 命题 70 ШОГА! (0)/|6Gt)|<K JF 
系 必 要 . 

73. Ш al), ó(z)=0 适合 命题 67 HRO RGI), WI 
FAOD, (D, СШ) 三 组 中 的 每 一 组 都 是 积分 | AE daeet: 
的 这 分 条 件 : . 


(D «(оо){г{Е, E. V (9) <оо. 
0 


(ID a(z)=o(1), |ф(т)|->со, V (ф-!)>0 (z—co), 


(Ш) |ф()|->оо, 对 充分 大 的 z, $(7) 可 微 , 且 有 7 二 1 使 


а(2)=0(1$(2)1), «ls)=0( Tyea y) 
(z—oo). 
[证 ] 由 命题 65 可 看 出 
8 =V Сф) 10) jem le(z) 一 
—@&(Т')|. 
以 此 与 命题 64 的 提示 中 的 不 等 式 相对 照 ， 可 见 条 件 (D) 或 (ID) 之 
为 充分 即 与 其 中 的 阿 贝 耳 判别 法 或 狄 里 克 雷 判别 法 相当 . 
-又 根据 命题 67 可 知 (IID) 中 的 条 件 a(z)=o(18|) 实 为 必要 ; 
再 由 (IID 中 的 另 一 条 件 之 成 立 我 们 还 看 出 


. (тдш(їў_ «(Му (00) 
lin| y АПЫК? 


此 处 右 端的 积分 当然 是 收敛 的 .因此 (II5D 的 充分 性 重 一 目 了 然 - 
74. 试 观察 命题 9 可 由 命题 67 推演 出 来 


°. 37 = 


75. RER- ARERO, tE (u) 34 322583, B (u) 
为 有 界 变 差 的 连续 函数 .又 设 对 一 切 uS mS, ф(и) 0. ШИЙ 
下 列 互 倒 关系 成 立 ”: 


асг) = (| ф(и)а8(и)«=>В(ї)—8(0)= | Фи) аби). 


[提示 ] 从 左 到 右 的 推导 关系 已 经 出 现在 命题 70 的 证 明 中 . 
至 于 从 右 到 左 的 推导 ， 其 证 明 方式 完全 相似 ， 在 证 明 过 程 中 需要 
指明 一 点 , 即 wx(t) 亦 为 有 界 变 差 函数 ， 


关于 第 一 章 的 注释 

+1. 在 命题 1 和 2 中 ， 和 差 变 换 公 式 及 分 部 求 和 法 实 是 一 
回 事 ， 它 们 的 意思 是 说 两 个 因子 乘积 的 有 限 和 Zabe PA M 
先 对 一 个 因子 а, 的 求 和 部 分 地 求 出 , 而 另 一 部 分 也 表现 为 两 个 因 
子 乘积 的 有 限 和 Zss(bi 一 bi41), 其 一 个 因子 即 是 先 被 求 和 因子 a, 
的 不 定 和 (不 定 和 分 )s:， 另 一 个 因子 是 未 被 求 和 因子 5b 的 差 ( 负 
差分 ) 一 Abi 二 bi 一 bi41. 因而 这 个 方法 或 公式 的 主要 作用 便 在 于 : 
使 得 我 们 能 够 利用 序列 {ss} 和 {Ab4} 的 性 质 来 估量 或 判断 关于 序 
列 {as} 和 {5} 的 量 f (n) = >b, 的 存在 范围 与 性 质 ， 例 如 阿 Л 
耳 引 理 ( 命 题 4, 5), 克 罗 内 克 (L. Kronecker，1823 一 1891) 的 命题 
(命题 6, 7) 乃 至 阿 贝 耳 及 狄 利克 雷 关 于 级 数 收 敛 的 判别 法 则 ( 命 
题 22 一 25) 等 等 , 都 无 不 是 根据 这 样 的 事实 得 来 的 . 

Ж 2. 阿 贝 耳 引 理 ( 命 题 4) 具 有 这 样 的 意义 : 它 只 利用 单调 下 
颖 序列 (5) 的 起 始 一 数 与 (a) 之 部 分 和 序列 {s:} 的 上 下 界 ， 便 能 制 


HE ](а)= Dab 的 变动 范围 .在 这 里 , (a) 当 然 不 必 是 正 数 的 


ж) 下 式 中 , 记号 ”<e-> НАИ, 本 书 还 采用 记号 “一 > "K ds Sr, 
+ 38 ° 


序列 , 而且 制约 范围 也 并 不 与 各 个 а 本 身 有 关 , 而 是 与 4 的 集体 s, 
存在 的 范围 有 关 ， 利 用 这 一 个 基本 事实 ， 我 们 就 能 够 顺利 地 建立 
阿 贝 耳 的 连续 性 定理 (命题 14) 以 及 若干 有 较 大 适 用 范围 的 收敛 
性 判别 法 则 (命题 24, 25). 

ЖЗ. 阿 贝 耳 的 级 数 乘法 定理 和 墨 吞 斯 (FE. Mertens，1840 一 
1927) 的 定理 (命题 15，21) 在 最 后 的 结论 形式 上 固然 是 一 样 的 , 但 
在 它们 的 假设 条 件 中 却 是 互 有 出 和 的。 仔细 说 来 ， 墨 吞 斯 定理 适 
用 的 范围 要 比 阿 贝 耳 乘法 定理 的 范围 来 得 小 ， 例 如 就 第 16 题 的 
结论 来 说 , 它 是 阿 贝 耳 乘法 定理 的 一 个 结果 , 但 其 条 件 却 不 满足 黑 
吞 斯 定理 的 假设 要 求 ， 而 反 过 来 , 墨 吞 斯 定理 本 身 就 说 明 , 它 或 显 
或 隐 地 包括 了 阿 贝 耳 乘法 定理 的 全 部 条 件 . 

注 4， 在 应 用 阿 贝 耳 定理 (命题 14) 求 和 时 , 首要 的 一 步 , 就 是 
要 根据 所 给 的 数值 级 数 , 适当 地 配 上 一 个 寡 级 数 , 而 这 个 需 级 数 不 
仅 要 以 数值 级 数 的 各 项 为 系数 ， 而 且 还 要 能 便于 求 出 它 的 函数 表 
达 式 .举例 来 说 , 第 33 题 的 解法 就 是 一 个 典型 的 例子 . 

注 5， 命 题 38 是 关于 阿 贝 耳 寡 级 数 连续 性 定理 的 一 个 扩充 . 
根据 这 个 扩充 , 便 可 以 推出 斯 托 尔 芯 (O. Stolz，1842 一 1905) 关 于 
导 级 数 的 连续 性 定理 (命题 39)， 这 个 连续 性 定理 当然 也 同样 可 
以 帮助 我 们 寻求 若干 数值 级 数 的 和 . 

#E6. 本章 S 4 中 的 不 少 命题 ， 实 际 上 与 8 1, 8 2 中 的 若干 命 
题 是 互相 对 应 着 的 ， 举 例 来 说 , 命题 42 与 命题 1 对 应 着 ; 命题 64， 
65 与 命题 5，22, 23 对 应 着 ; 命题 58, 59 分 别 与 命题 24，25 对 应 
着 ; 命题 70 与 命题 9 对 应 着 .事实 上 , 8 4 所 论述 的 题材 是 属于 过 
续 的 形式 , 即 积分 的 形式 ;而 $ 1, $ 2 所 讨论 的 则 是 离散 的 形式 , 即 
和 式 或 级 数 的 形式 . 

7. 命题 66,67, 69 以 及 73 在 讨论 斯 提 捷 变换 ( 重 倒 的 拉 
普 拉 斯 (P.S.Laplace, 1749 一 1827) 变 换 ) 的 收敛 性 条 件 时 有 其 用 


е 39 。 


处 ， 但 此 地 不 能 详 述 ， 又 命题 69 实际 上 是 对 应 于 陶 伯 立 站 (О. 
Toeplitz) 序列 变换 定理 的 一 个 积分 形式 ， 其 中 所 出 现 的 一 个 必 
要 条 件 ( 见 命题 72) 


V($)/19(7)|<K, 


通常 称 之 为 一 致 有 界 条 件 ， 它 在 命题 假设 中 是 最 主要 的 一 部 分 . 
至 于 命题 71, 当然 是 一 个 特例 . 

注 8， 本 章 的 基本 方法 在 调和 分 析 中 用 处 极 大 . 命题 26—29, 
51, 52 只 不 过 是 少数 几 个 例子 ， 在 命题 51 中 ,如果 将 4 改 为 负 值 
4 一 0, 则 积分 绝对 值 的 估计 就 变 得 相当 复杂 .事实 上 ， 此 时 = 
十 141/(ni") 就 不 是 一 个 单调 函数 ,而 在 


1 
ИЕ atT 
t=t,= (TalA4l | 
处 取 最 小 值 . 因此 经 过 变数 替换 后 ， 需 要 就 t, 为 分 点 ,将 积分 发 
为 两 段 处 理 . 经 过 较 复 杂 的 分 析 后 ， 陈 建功 教授 (1893 一 1971) 兽 
得 到 如 下 的 结果 : 设 0220, А20, n>0, 0<a<—b, ЇЇ 
[0 (2-4) а 


asin 


<O* (A, a)n’ , 


此 处 p= 29. Ot (Aa) RS А,а 有 关 的 常数 ， 这 个 结果 曾 在 


陈 建 功 教授 所 著 “Denjoy-Fourier 级 数 的 系数 ”一 文中 起 着 重要 
的 作用 ( 见 1954 年 的 < 数学 学 报 >, 263 一 277 T). 

注 9， 那 汤 松 (2. П. HaroHcoH，1906 一 1964) 的 不 等 式 ( 即 命 
Bi 53) 是 命题 45 的 类 似 物 , 它 以 加 强 关于 a(z) 的 条 件 为 代价 减弱 
了 关于 Ка). 


== PRAEH BJ JH 


本 章 的 主要 目的 , 在 于 通过 命题 及 例题 的 方式 , 较 集中 地 揭示 
震级 数 乘法 在 某 些 解析 计算 中 所 起 的 工具 作用 . 我 们 将 可 以 见 到 ， 
借助 于 寡 级 数 的 乘法 ， 能 很 顺利 地 寻求 若干 应 用 问题 中 所 需要 的 
数字 解答 以 及 一 些 简单 有 用 的 公式 . 

在 本 章 中 , 寡 级 数 时 常 以 生成 函数 的 地 位 而 出 现 ， 设 А, 是 一 
串 待 决定 的 数值 (= 0, 1 2, …). 如 果 我 们 能 作出 一 个 国 数 Fa), 

使 它 的 震级 数 展开 式 恰好 是 
` F(2)=4 +Aiz+ Az4. + А„х" 6, 
我 们 就 说 F(Z) 是 数列 Ao, 41, 42,…，4n，… 的 生成 函数 ， 也许, п 
阶 常 系数 齐 次 差分 方程 

f, taf,- taf, 2+ arn-if,-ntit+anf,-n=0 
(v= 1,2, 3, …) 
YR gy bh ДЕ К RAR Ek РЕА 36 a И ЖЕ БЕРЕ НО ЯР. 我 们 知道 ， 
如 果 这 个 差分 方程 还 满足 简单 的 初始 条 件 : 
fa=1,f-i=f-==f-,  =0, 

BRRR f, 所 满足 的 这 个 差分 方程 不 难看 出 其 生成 图 数 F(z)= 


1+ > f,z" 应 满足 下 列 线性 关系 : 
F(2)=1—a,zF(2)— a F(2)— +++ —а2"Е(). 


从 而 求 得 


1 
 l+ag-+a# + Ба" 


如 果 把 这 样 的 国 数 F(z)/E ДЕК ВО В РЧ ЛЕЯ RERA, 就 能 
A . 41 ° 


F(z) 


ЖЕ ЖЖ fr. 

当然 , 我 们 没有 要 求 读者 非得 熟悉 这 个 例子 才能 阅读 本 章 . 我 
们 在 此 只 不 过 借 它 来 解说 一 下 生成 函数 是 怎么 回 事 ， 生 成 函数 的 
意义 及 其 构 作 技巧 会 随 着 本 章 的 讲述 而 明朗 起 来 — 

最 初 应 用 宕 级 数 作 为 生成 函数 的 是 欧 拉 ， 其 后 拉 普 拉 斯 曾 广 
泛 地 采用 这 个 方法 .最 后 麦克 蒙 (P. А. Mac-Mahon) 著 述 两 册 组 
合 分 析 时 , 则 又 补充 了 这 种 古典 的 数学 分 析 技 巧 . 

就 内 容 来 说 ， 本 章 的 第 一 节 涉及 不 定 方程 整数 解 组 的 个 数 癌 
题 ， 故 略 带 代数 的 或 数论 的 性 质 ， 第 二 节 较 详尽 地 收集 了 一 些 比 
较 常 见 的 有 关 二 项 系数 的 计算 例题 ， 第 三 节 我 们 简略 地 介绍 了 差 
分 算 子 的 简单 应 用 ， 其 中 包括 欧 拉 的 加 速 收 敛 技术 ， 在 第 四 节 我 
们 引入 伯 努 利 (Jac. Bernoulli，1654 一 1705) 多 项 式 并 讨论 其 各 种 
HR, 然后 阐述 欧 拉 - 马 克 劳 宁 (C. Maclaurin，1698 一 1746) 的 求 
和 公式 ， 最 后 , 在 第 五 节 我 们 列举 少数 几 个 古典 的 命题 与 例题 , 借 
以 表明 微分 算 子 及 函数 方程 在 计算 中 的 应 用 方式 . 


S 1， 线 性 不 定 方程 解 的 个 数 问题 


整 系 数 线性 不 定 方程 通常 称 为 竺 番 图 (Diophantus， 大 终 
246 一 330) 方 程 。 在 本 节 中 , 主要 是 通过 对 多 项 式 或 需 级 数 相 乘 过 
程 中 同类 项 合并 规律 的 观察 , UFR EN ERREA ERAR, 
然后 求 得 这 类 方程 整数 解 组 的 个 数 . 

各 种 恒 等 变换 的 技巧 也 是 值得 我 们 注意 的 . 

1. 设 ”为 一 非 负 整数 ， 试 求 丢 番 图 方程 

z+2g=n 
的 非 负 整数 解 组 (z, y) 的 个 数 . 

[#1 PLA, 表 解 组 的 个 数 , 今 先 求生 成 A 的 生成 函数 已 (上 5)- 

为 此 , 试 观察 下 列 二 级 数 相 乘 时 同类 项 ( 同 竹 次 的 项 ) 合 并 的 过 程 : 
. 42 。 


的 全 人) 他) 总 


-Zf јако 


п=0(2+27У =n 
我 们 见 到 : 方程 21-27 = п 的 每 组 非 负 整数 解 ， 对 应 一 个 (系数 为 1 
HDE” 项 , 因此 上 述 乘 积 的 级 数 中 С" 项 的 系数 就 是 
У! 1=A,. 


所 以 , 生成 函数 也 就 是 


к)= у Ané" = ze Er- а=ра=ру 


С (11<21). 
但 显然 | 
1] „ы tu, ж 
@П=рисру ичги р (1&1<1). 
所 以 PE) 的 寡 级 数 展 开 式 为 
_— чл(—1)°+1+2(а+1) pn 
i = @&|<1). 
由 是 我 们 得 到 


А„=-1-(@а+3+(—1)"). 


由 于 А, 必 为 一 整数 , 故 车 4 以 《a) 表 与 实数 o( a 所 吉 ) 景 接近 的 整数 ， 


则 A (2 十 5, 


2. ДА, 表 下 列 正 整数 系数 不 定 方程 的 非 负 整数 解 组 (zu 
£a, б, La) ЫЛ: 
aZ, a,xz ° Ta,z =n, 
则 4 的 生成 函数 为 
. 43 • 


сө А 1 | 
2144 (1—9) (1—2). (1—2): (Euler) 


[BE] 国 为 
《1—6°) (1 一 52) т-у" 


со со со 
= 5? > ; ... > š Pa Dt 
Zi1=07,=0 Zk=0 


=з > i= лг (| 上 | 天 1)， 


п-0{аутү+=+акть=тп 
[注意 ] 当 ala, a, HAIE, 4 可 以 看 作 是 % 元 的 贷 
币 兑换 成 面值 分 别 为 G, as, «+, a, 的 货币 的 不 同 兑 换 方式 数 ， 故 
本 命题 亦 称 为 货币 兑换 问题 。 
3. 试 证 丢 番 图 方程 
z+2g#g+3z=n 


的 非 负 整数 解 组 的 个 数 A= CEDEN, (Hardy) 


DE] Фое = cos 27 tisini (о HEKI, W 
由 命题 2 可 知 生 成 函数 为 


1 
(1 一 上 (1 一 上 人) (1 一 < ) 
r сз ше МБ с сс. = 
а1—&)*(1+5)(1—5)(1—°&) 
17 1 


1 
10-0 20-A 8(1+2 


"t 


1 1 
To ot) 90109) 
ә 44 е 


со 


== Cn- 1 07 2 ооз э: 


2 


=} ]А„&"(1&|<1). 
由 于 
7 (—)* 2 ят 


72 8 тузе 


НА, 必 为 整数 , А, = (+D- ш) 


4. 试 证 丢 番 图 方程 
2-20 -- 42= п 


的 非 负 整数 解 组 的 个 数 ACEDO Í 
[证 ] 按 命题 2 A, 的 发 生 函数 为 
DEO) 
OF 
=(1 ¿+ 22654 št 
rm2" raren 


32.1 
72 ý 


dm= Аа ("r H") (m +1)°, 
Ааа Aaa =2( "2 ?\= (т +1) (п+2). 
#НЁт H n RH, 易 见 A, 即 有 如 题 文 所 示 之 表达 式 . 
5， 试 证 下 列 各 丢 番 图 方程 
2 十 28 十 5z 一 和 2，2 十 3 十 52 一 1， 
®--2у--32--бш=п 
的 非 负 整数 解 组 的 个 数 分 别 为 


A= (z y а, -(© ааа, 


° 45 ° 


__ /(п-+Е+3) (2п--9)(--9) 
A=( 360 ) 


[提示 ] 按 题 4 的 方法 求解. 
6， 以 %% 基 完全 相同 的 书 分 送 给 个 朋友 (n 宇 及 ， 每 人 至 少 
得 一 册 ， 问 有 多 少 种 分 配方 式 ? 

[ 解 ] 若 天 个 朋友 中 亦 有 得 书 零 册 者 ， 则 此 问题 即 相 当 于 求 
, 方程 | 
Litte ъп 
的 非 负 整数 解 组 (zu zs ++, zs) 的 个 数 4,。 由 命题 2 可 知 其 发 生 

函数 为 
a-o7= Dà -ore 


n=0 


о ГЕ --т--1 
= ( е С121<1). 
n=0 эы 


Бп 
ik 4=( Í j 今 规定 每 个 朋友 至 少 得 一 册 , 则 分 配 数 便 等 
于 


a 
k—1 / \k—1 


7， 问 天 个 变数 的 次 齐 次 多 项 式 最 多 可 能 有 多 少 个 不 同 的 
项 ? | 

8， 试 证 下 列 各 个 委 番 图 方程 的 非 负 整数 解 组 的 总 个 数 为 
n+l, 这 些 方程 是 : 

2-20 = п, 22-30 =п— 1, 32 4-4 =п— 2, °°, 
(п+1)2+ (п +2)# = 0: (Catalan) 

[证 ] 方程 wz 十 (> 十 1)89=2 十 1 一 > 的 非 负 整数 解 组 的 个 数 应 
BAENA EH ЖЖЖЖ ДР С", 项 的 系数 ， 亦 即 
E2711 一 56) 1(1—£”*1) RRA E 项 的 系数 。 故 车 设 所 求 
之 总 个 数 为 An, 则 
. 46 • 


тд а 1 | Š ? 
2 у" 


ë ОИЕ < 3 _ t ` 
THE ру ' EE P=) 


СЕ Е SS PE 1 ñ 
=ДТ=РИТ=Р 1)= СТ)? -Pat (|E|=1). 
Fi А = n + 1. 

9. A т(т) Ат Л 数 ， 例 如 5(4)=3， 试 


证 
2 十 2 一 2 一 1 224+ 3у =п— 3, 32-40 = тп — 5, 
Эх А p E dE fn 363 Wan ДЛУ А, =п+2—т(п +2), 
(Catalan) 
[证 ] 一 如 上 题 之 法 ， 


ыл y од í _ 1 
>a “一 >a P а ү г= (25 т=р=) 
aye Eripe 
a=, a i 
s ‚ >] 11 
А; Шыг 


n=0 
¿"(|| <1. 


PAHE) (0+1) =п +2 的 整数 解 对 (2 k) (0221, 220) 的 
个 数 为 (2 十 2) 一 1 故 Ar=n+2—r(n+2), 


10. 试 证 
х--4у = Зп —1, 4х 1-90 =5п — 4, 97+16y=7n—9,. 
:这 些 丢 盔 图 方程 的 非 负 整数 解 组 的 总 个 数 为 n. (Cesaro) 


e 47 œ 


[证 ] 同上 题 , 解 组 的 总 个 数 4 为 下 列 生 成 函数 的 客 级 数 展 
开 式 中 的 常数 项 : 
ë vy2—(2y+1)n 


Е. тараа ету 


оо 


> ё (2› с 1 1 
a 


„= 


Eieren iege 


y=1l n= 


N 
Ж 


所 以 An 即 是 如 下 二 解 集 S, T 的 个 数 S87 了 之 
A, = S—T, | 
S= {(k, v, и) | kv’ = (2>»--1)(п— и), k>1, v>1, u>0}, 
T={(k, v, и) |k (w +1)?= (2v +1) (п р), 0221, 0221, 
и:>0}, 
TRR S 可 拆 成 以 下 二 集 之 和 : 
S = ((k,1,u)|k=3(n—nu),k>1,u>0 
S= (Ck, v, и) |Ё(»-Е1)*= (2»--+3)(п— и), 
221, 2221, u>0). 
Жү, S, 是 与 了 成 一 一 对 应 的 ,事实 Е, Ж (6, у, Ш)ЄТ, ЩІ 


к= ФУ ЕЭШ REEM. 由 于 2›++1 Б(>›+1)#* 互 质 ， 所 以 . 


БЕС Ей. (ва >, n )eS. ЖЫЛТ 


(> - 
и 反之 , 由 2 十 3 与 (十 1D)* 互 质 可 证 са 总 之 ,了 = 局,. 
另 一 方面 ,5 =n. W A,=S—T= S, + 一 

ае оске 
ai21 十 aaa 十 和 十 qzzn 一 2 的 非 负 整数 解 组 的 个 数 。 则 


li n 1 
эры пі (0—1) :ааза, 


(Laguerre) . 
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TE] A, 的 生成 函数 为 
oo k -1 

zac- аә) . 
HT Gi, G>, °°, Gk 互 质 ， 上 式 连 乘积 的 倒数 表 成 最 简 分 式 时 有 如 下 
:的 形式 : 

ау й == C0 C1 ... 
(Ha ) а-да Ta 
Cr < b; 
Ыга рете, 

其 中 от 在 单位 圆周 上 ， 且 互 不 相同 . 是 故 4, 的 主 项 是 
T7257 的 展开 式 中 é" 的 系数 , 即 


k+n—1 nt-! 
„хе ефт вэ 


但 显然 有 
k 
в=нт(1—)* J a= 29)" 


k 
=н«[[(а+&+@++++&®лу! 
t>1;,=1 


k 
= П, '. 
p=1 


从 上 述 推 证 过 程 可 见 沿 能 较 精 密 地 写 出 
= nt x-2 
dm We 
12. 设 以 a1, a2,…, а, 诸 正 整数 作 项 相 加 (一 数 可 连用 数 次 ) 
时， 总 和 为 1 的 一 切 不 同 的 加 法 方式 的 种 数 为 Ba. WAE В, 的 
生成 函数 . | 
[ 解 ] 设 以 » 项 表 出 % 的 加 法 方式 种 数 为 Ba,。。 则 从 观察 下 


49 +» 


Z| Z SUN А ЖИ НЕ Н] А, 6 С" R ЖИ Ар 
Basr 即 


(+ ++) = БВ", 


故 
У, б" = Утв, s0 F Brate e +Bnsn) É" 
=E DB DEHE HE 
v=0n=» »=0 
=—— ; 
a em ре (Еш ег} 
13， 将 般 子 一 颗 连 掷 十 次 , 问 共 出 现 30 点 的 概率 是 多 少 ? 
[ 解 ] 设 以 B. 表 共 出 现 点 的 方式 总 数 ， 则 其 生成 函数 T 
， 然 为 
Sl Beletetetetetre) 107)". 
n=10 
由 于 


g- De=1+(1 +( sj 二 (je 
10 上 4 一 1N 
HP e 
10 10 0 
(Taa P i (° Е (5 "+ 
#К(1—&°)!'°(1—&) "的 展开 式 中 E 项 的 系数 为 
s (29) (u) (зот. (s \„)=29зоёвв. 
AN20 1 /\14 2 八 8 3 八 2 
因此 所 要 求 的 概率 便 是 2930455/1610= 0.048464. | 
14.， 设 有 天 个 法 码 , 其 重 分 别 为 a, аз, …, a, 克 ( 均 为 整数 ). 
今 要 在 天 平 上 衡量 重 为 % 克 之 物 . 问 有 多 少 种 不 同 的 方式 ? 
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[ 解 ] G) 车 规定 法 码 只 加 在 天 平 的 一 端 ， 则 不 同方 式 总 数 
с. 的 生成 函数 便 是 Sonta РСС) е, 
n=0 


Gi) 车 允许 法 码 加 在 天 平 的 两 端 , 则 所 求 方式 数 Cu 的 生成 函 
数 便 是 
УО," (£ HLH ES) (27:17 2) (€ + 1+ 6), 


15. 一 个 正 整 数 表 作 正 整 数 之 和 的 方式 总 数 ( 和 式 不 论 次 序 ) 
PA n 的 分 拆 数 ， 记 作 pa). Й 5=4+1=3+2=3+14-1= 2 
十 2 十 1 二 2 十 1 十 1 十 1 二 1 十 1 十 1 十 1 十 1, Ж р(5) =7, WIE р(п) й 
生成 函数 为 


| 
之 8 туруу 


16， 试 证 任何 一 个 正 整 数 表 作 相 异 正 整 数 之 和 的 方式 数 等 于 
表 作 相 异 或 相同 奇数 之 和 的 方式 总 数 (和 式 均 不 论 次 序 )， 例 如 就 
6 来 看 , 前 者 有 6, 1 十 5, 2 十 4, 1 十 2 十 3 共 四 法 , 后 者 有 1 十 5, 3 十 3， 
1+1+1+3,1+1+1+1+1--1 亦 四 法 . (Euler) 
[iF] 易 见 二 者 之 生成 国 数 分 别 为 


GOAIE) : 


OEE 
menys Eii Eee. 
[ 另 证 ] 二 生成 函数 相等 的 事实 亦 可 如 此 证 明 ;， 任何 正 整 数 
n 可 惟一 地 表 成 2(28 十 1), 这 里 了 和 大 为 非 负 整数 ， 故 
Mata- Пане») 


n=1 k=0j =0 


1— g2" rn 
203260 1—22+0 


е 51 ° 


оо 


=, rn 
l са 


17. ТЕЧ IEI 时 有 下 列 恒等式 成 立 : 
ССРО УС) 


£ 4 9 
=1+ ж т=п tama а=) 
Фа, (Ешег) 
[证 ] 采用 欧 拉 原来 的 办 法 . 先 引进 另外 一 个 参 变 数 , WAA 
F(a)=F(%, ё) = (1+) (1+2) (1-69) ° 
一 1 十 cl 十 cza2 十 … 
其 中 c, =c, (2) 885 a 无关， 显然 我 们 有 
Е(&) = (1-а) (aë), 
DREN 
14-с,& + сз -e= (1-а) (14-с, 42° +e (G 82)24- +), 
+A Hk йш ЕП Ж Ж. 便 得 到 
с=с, ca 一 Cl E cg’, ++, Cm= Cm1) Бењ", ss, 


从 而 


2m-1 1+3+--+(2m-1) 


— 1— т°"-1=(ү— у(т—у.-(1—") 


因此 最 后 令 a=1 即 得 出 命题 中 的 恒等式 . 
18， 试 证 当 |E|<1 时 有 下 列 恒等式 成 立 : 
+ EA ECL HE CLF ED 


Cm 


gaa Jj 3.4 
(1—6°)(1—6) (а—&)(а1—)(1—°) 
+=, (Euler} 
[提示 ] 于 命题 17 的 证 明 中 最 后 令 a= ЩИ. 
19. 试 证 当 |E| 过 1 时 有 下 列 恒等式 成 立 : 
e 52 。 


2 


1 = а 名 
араа + араса у 


20. WIES [ZI <1 В 
кюл = _1 
H>: И 71— ё 


=1k=0 
[提示 ] 
(1+E)(1+E 十 E22 ) (1+@"-+®т" + mm) 
1 一 上 2 .1 一 6 1—4" 1—3! Е аа 
-TFE e л-г т-де з тз 
21. 设 以 D, 表 %% 的 二 进 制 表 示 形 式 中 各 位 数字 之 和 ， 试 证 


ate = Darg". 
?一 0 n=0 


[提示 ] (+a) +a). (1+ae")= УТ вз, 
п= 0 
22. 以 (zu za, zz) Ж ЕЕ Щу. ERIR zi, 
ха, en z, 均 为 整数 , 则 称 之 为 格 点 ， 试 证 明 适合 下 列 不 等 式 
lail + lzel +e tlel <N. (NAHER 
的 格 点 (zu za …; zi) 的 个 数 为 


ЕАО КАНЯ 


[iF] #220. ЯУ [2,1121 + |z | =>» р RE Ek 
即 等 于 下 式 中 6 的 系数 аш 


асаа (08) = = ја. 
而 所 求 的 格 点 个 数 Ay 显然 适合 
Ax=@ +а ++ аҳ, 
因此 Ay 即 是 


o 53 ә 


/te (1I+65(1 一 cz+0) 
00 И q 


的 展开 式 中 6” 的 系数 。 亦 即 等 于 展开 式 


GAE Eii air eki 
(1—&)*'! (1—2)* +! (22) (1 $) 


k yk -—-1 pa -b 
+( )eo (1—6) 


| 
+() «об -Ot ' 


中 Ex 的 系数 ， 而 此 系数 正 是 


ee) 


23。 试 证 适合 下 列 不 等 式 (n, s 均 为 正 整数 ) 
—n<z, у, z<n, š 
—s<z+#+z<s 
的 格 点 (z, y, z) 的 个 数 等 于 积分 值 


3 

„ [«їв-1-(2а-+1)#\ sinl(2s+1) 

1 2 2 & Play 

2x]-, . 1 . 1 š (Pólya) 
sin—t sin—t 


2 2 
[提示 ] 试 考虑 下 列 生成 函数 
(ETP HETH! pee Ё 1+2 4-6. ЁР")? 


ZIRIN ET, Et, e, 1, e, 人 各 项 系数 之 和 ,并 注意 有 
如 下 的 恒等式 可 资 利用 : 


л Ы | 
4f [> а,б" уа (26=е*, —k<u=<k). 


e 54 ° 


-去 (2m+1) giam sint (2m+ 1)t 


Р Š == 
S {ей E aa 
»=-m 2 


ЕЕ 

24. E— h n ЈНИ n] ñË #E TN FA 3822 Bx] ARERR 
三 角形 . 问 有 多 少 种 不 同 的 剖 分 方式 ? (Dunkel) 

ГЈ ДА, 表 剖 分 方式 数 .又 设 屿 多 边 形 的 顶点 依次 为 Pi, 
Px, =. P。。 则 含 三 角形 P.P.P, 的 剖 分 方式 数 当 i 二 2, 3, 4, 5,…， 
n—4,n—3, n—2, n—1 时 依次 为 

А. -1, An -2, А„-5° А,, Аһ-4: Ав, +, 45° An-s A, An-s, 48-2, 
А„-1. 显然 А1, EIEE A, =1, 则 


n-i 


An = DA; Anis. 
¿=2 
命 FEO=D AE 则 
2 Р š ' 
Е(6)? (Зе) = 50554 А„- a 


n=3 \i= 


= 


从 而 
F= viy, Siap ea, 
куе И 
所 以 我 们 求 得 
_ 1 /2n—4 
. m= a) 


25， 试 证 对 任何 正 整数 k, ў 


_ (0—2! __1 (22-1 
РР): 28—10 ç 
都 是 整数 , 且 满 足下 列 关系 式 : 
。55 o 


Фа = У \Ф,фь-4. (Birkhoff) 
[提示 ] SEES pi. Д9 


证 D= 0142-1). 


Н POWE TIRAR: 
(2@(5) 一 1 一 1 一 人， 
ШП @(¿)=@(¿)—¿. 
比较 天 级 浆 展 开 式 的 系数 可 以 得 到 题 中 的 关系 式 ， 然 后 由 po:=1 
经 完全 归纳 法 即 得 wx 全 为 整数 之 结论 . 


8 2， 有 关 二 项 系数 的 计算 

二 项 系数 的 生成 函数 是 二 项 展开 式 ， 因 此 有 关 二 项 系数 的 计 
算 可 以 通过 二 项 展开 式 在 特殊 点 的 计 值 、 二 项 展开 式 的 相 乘 、 求 
导 、 求 积分 ,变量 替换 等 方式 来 实现 ， 在 这 里 ， 特 定 二 项 展开 式 的 
选择 技巧 是 值得 注意 的 。 其 中 较为 复杂 的 生成 函数 往往 是 经 适当 
选择 的 两 个 (或 数 个 ) 二 项 展开 式 配 置 起 来 的 ， 目 的 是 使 它们 乘积 
级 数 (等 级 数 ) 中 的 通 项 的 系数 从 好 相当 于 所 要 求 值 的 关于 二 项 系 
数 的 四 则 运算 表达 式 . 

此 外 , 组合 变 换 的 互 逆 公 式 (命题 48) 亦 使 许多 已 知 的 组 合 系 
数 (二 项 系数 ) 关 系 式 产 生出 新 的 对 侦 关 系 式 , 因而 值得 我 们 留意 . 

本 节 各 题 中 , 如 无 特定 说 明 , n, m, k, v 等 均 表 非 负 整数 ， 而 z, 
z, t 等 则 表 实 数 ， 


26， 试 证 GOH == ) нз) 


J... ==2"—1, 


m w (PC-E 


[证 ] паж D(F he заку Ыт" 
0 


0 


相 乘 ， 乘 积 多 项 式 中 z" пе") x ,而 


б 


2n 2 2; N 
(L-g)? нел "е 中 z" 的 系数 是 ( К 出 是 即 得 


本 命题 . 
28. 试 证 
2 


| 了 øl 2n ) | @) 
0 1 ТАВ з ап 
=c”) 
п 
[提示 ] 考虑 下 列 二 式 乘 积 中 的 z” 项 的 系数 即 可 : 
2п 2п 
(1—а)" = >D, (1+2)”"= ХР 
0 ü i 0 


k 


a n G) Р () РЕТ 


29， 试 证 


[提示 ] 应 用 例题 27, 28 即 得 . 
30. 设 z 是 任意 实数 而 为 非 负 整数 . 试 证 


Zooi Aaea) 


° 57 ° 


| 0 E k JTM), 


gT 
(p (2) (Ж k ABAO. 
[证 ] 当 |t|<1 时 有 
а-о 500 (2) ано 50). 


Aet) = (1—2) (1+ 1)“ 的 展开 式 中 t* 项 的 系数 
当 雍 为 奇数 时 为 0 


2 
当 为 人 和 为 (下 


AYE2 š z z 
eol 
31. 试 证 
(Oe ) 
т "n "n n n+1 
( 朱 世 杰 ) 


[提示 ] 是 然 对 mn 实行 完全 归纳 法 即 可 得 证 ， 另 外 的 证 法 是 
考虑 下 列 二 式 乘积 中 的 e” 项 的 系数 : 


со Ё со 
а-а 0" je a-o- D (lz|<1). 
n 十 —1 
32. ээ ео" ) 


[证 ] 当 m=0 时 等 式 右 端 按 定义 为 零 ， 此 时 等 式 对 任意 非 
负 整 数 % 成 立 ， 现 设 此 式 在 某 个 m 值 对 任意 非 负 整数 % 皆 已 成 
立 。 则 以 z 十 1 代 % 的 地 位 (由 于 % 的 任意 性 ) 得 


э+1/л--1--т = РЕН п-т 
Э k j=» н. ыт) 


° 59 o 


Ma 
з /n+m+1 TE E EAT п+т 
>( k j=» 90) ы 


‚аы nn 十 m 十 1 82. (к 
ы “ыы keel, i 


Е JR sN ri mi т + 1 的 情形 ， 于 是 关于 m 的 归纳 推理 已 告 


33， 求 由 下 列 等 式 定义 的 Fr MG: 
(和 —1 n— 
”-()+( 1 ү 2 je 
n n—i n—2 
0.-(0)-( 1 қ 2 J- 
[ 解 ] 利用 下 列 杨辉 恒等式 ` 
Т, К 
k k k—1 
аР, # G 分 别 满足 关系 式 


Р. =Е,_1+Е,_ә, 
G,=G,_,—G, 2. 


X Е,=Е,=0,=6,=1, Е Р, 就 是 所 谓 斐 波 那 契 (L. Fibo- 

пассі, 大 约 1170 一 1250) 数 列 , 而 用 完全 归纳 法 可 以 证 明 
G =P (34 n=3m+2), 

” (一 1)”( 当 п= 3т 或 3m 十 1). 
[ 另 解 ] F, 显然 是 下 列 生成 函数 中 z" 项 的 系数 : 
2"(1+ 2)" rila) 2" 201-2)". 1 
12910120) 

1—z(1+z) ` 


也 就 是 @G(z)=- 上 ,的 需 级 数 展开 式 中 z* 项 的 系数 ， 由 


1 一 2 一 22 


e 59 o 


1 1 ( a b ) 
1 一 z 一 22 a—b\l—ar 1—br 


得 созе жт а= 5/5 6-1-5. рд 
F, = = w vG ELEN -=E h 
G 也 可 同样 求 得 . 


"WES ) 


35， 试 证 对 一 切实 数 z, 而 言 , 常 有 
Ж; ( у \ /x+y 
>," ( k } (Vandermonde) 


«ЕЈ 如 同 命 题 30, 22J6(1+4)°*'= (1+4)*:(1-r4)' 的 展 
开 式 中 t 项 的 系数 即 可 得 证 . 
[ЖШ] 注意 命题 34 的 等 式 的 两 端 都 是 整 变数 % 的 次 IÇ 
WEA. H nn 被 换 成 实 变数 x 时, CALF kiN e BERA. 
因此 对 任意 x 值 都 成 立 。 同 理 , m 亦 可 换 成 实 变数 у, 


36， 设 З! РИА: 


Tet Жү qha at 


[提示 ] 考察 (1 二 x) 二 (1 一 2 )” (1 一 2 ”展开 式 中 入 
项 的 系数 . 


[n/2] =g 
37. WED о 


[提示 ] 考察 下 列 生成 函数 中 z" 项 的 系数 便 得 : . 
#(жу=(1—х*)'(1—х) "= (14z)'(1—z)"', 
38， 试 正 


° 60 ° 


t г>» \/Ё—> k+1 
a nan 
[证 ] 当 和 式 的 流标 在 二 项 系数 的 上 位 时 ， 宜 考虑 采用 展 
开 式 
а-а 0) (121<1). 
у 
n 
写 , 这 样 对 本 题 来 说 较为 方便 : 
Go 人 "j. 
»=0\% 


Ер жє 时 ( )=0, 所 以 可 以 把 上 式 作 如 F ЖС 


基于 此 , 我 们 考察 
(1—z) *mtD-1—(1—z) "(1—2)-"-! 
的 展开 式 中 х*-"-" 项 的 系数 即 得 ， 
час ИГРА n+k+1 Е 
39. 试 证 之 (一 1 Š p +1. 
[HE] 作 如 下 形式 的 生成 函数 : 


М2) = 51—242) ig, 
k=0 


由 是 可 见 其 中 含 z" 的 项 便 是 
= k 
дат жыш W ij 
k=0 п—Ё 


Ето 2k -+1 


5—58, 容易 看 出 | 
f(z)= > (2—2)"*+iy = (2—т)'*! S22— zty 
k=0 k=0 


n+1 1 一 (2x 一 Z2) 1 


=) 1—(2z—z2) 


° 61 э 


=— g" (2— g)? +D (1—2) + (2—20)"** (1—2) ° 


1 十 1 
= a a 和 -ar 


п+1\ /п+1\, _ _, PINa 
н) к )а х) (а z) °. 


显然 含 x" 的 项 只 在 上 式 的 最 后 两 项 中 .而 在 这 两 项 中 , 2" 项 的 系 
Antl, i 
п--Ё--1 


А„= Уус І 
k=0 2 


kei )=2а+р), 


40， 试 证 ( “ 的 下 他 1)"-! ") 
. зі (7)- | s) =+ = ) "(л 


_ (0(nə<1), 
tin=1T)， 
[证 ] 显然 有 


(1) (2 (эс (ун 
1 2 3 % 
п п а а. п а = И 


d | "n ya u жы n- 
--4 >\„)—® =- 30D" =at) 


4 t—1 即 得 所 要 证 的 等 式 . 


АДА 
| "(nA rN, 4 "£. 
шп 2» „у= 20508) н 
а\? l NP ‚ А 
у 0) (9) ано 
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п 
-( jaro, 
P 


4 t=1 即 得 所 要 证 的 等 式 . 


[МИЕ] 注意 

CC- n! : vI 

» /\р/ G—v)!v1 р!(>»—р)! 
—£ m _ (a-p)! 
 pi(n—p)! (n—vy)ı(»— p)! 
Е, 
-Na Да» 

故 得 


"пуу п\п р т п 
= = 1+1)"2=[ ре, 
ee 
n\/ у 0(п`>рф), 
42. ifi —1)” = 
Ж 之 мк ча 
[提示 ] 可 仿 题 41 的 证 法 来 证 . 


43， 试 证 
多 
(1) т з) авы 4"). 
Е СТЕ S DA + 
=1++++ HE, 


[J Se- ee )= Saa a 


k=1 
=| hong pref a a 


1—1" ü 
-| 一 一 一 此 = | (1+1-+ 424 +t") dt 
о 1—{ Jo 
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44. 试 证 下 列 等 式 : 


(1): п и 1 nA 1 
Gi) У r) IDT 


NI 
чш) по уі) «кїтїшєт 
， 试 证 对 0<k<n 一 1 有 
øn 
ү к 
i=0\? / 
ао) e atoa. 


nim! 


(—1)* 
46. АШ a m+k+1 (n+m+l)1` 


i —1)* ы % к„т+Е 7, 
Caa A anaa S 


(опр руа 2 Т МЗ! —. 
=| =a а= тетүү 
—1)* 


nl 


i аЙ NE = 
47. WREG) a) z+ zat ау 


GD т, lem 
CP зао с 
х(=+2) (2+4): (z+ 2п) 
CHE] G) 是 命题 46 的 推广 , 但 可 以 如 同 命题 46 3EEFDEBH, 
Gi) 记 左 端的 和 为 Sa 利用 (i) 的 等 式 , 我 们 有 
э 64 ° 


(—1” (” lid “ 


8 => FERF L 


= E ким y 


再 利用 题 30 的 等 式 , 得 
"n 的 


ЖУ 
Ñ 


最 后 又 利用 (iD 的 等 式 


= - (z + 2n) 

48. (组合 交换 的 互 送 公式 ) 设 g(k) 表 任 一 函数 而 /(т) ДЕ 

义 如 下 : 

ре, H, елук) (n=0, 1,2, =). (1) 
tj 

(2): 


则 
k А; 


к>, укан 461). 

[证 ] 注意 本 命题 表明 关系 (1) 及 (2) 可 以 互 送 ， 即 (1)<-> 
(2)， 为 了 证 明 (1) 一 > (2), 即 当 (1) 给 定时 ,9(n) 可 由 (2) 给 出 , 我 
们 把 (1) 代 入 (2) 的 右 端 , 并 利用 命题 42, 即 得 
п Е k 
(емо 
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k=0 


=Ë CD) е 1)* G х 


= *1(—1)°g(s)ó,,, (—1)"=g(n), 


з=0 
式 中 6 一 0(S 天 1)， дь,» =1, 所 以 (2) 的 右 端 的 确 表 出 g(n). x 
因为 方程 (1) 及 (2) 在 形式 上 是 完全 相同 的 , 故 由 (2) 亦 可 推出 (1). 
郧 (1) 及 (2) 在 本 质 上 是 完全 等 同 的 . 


49. 0 а 1) (а) 


n 
[证 ] 可 应 用 命题 48. АДЕ, ZX 700) =900) =0, 90) 
一 一 元 于 是 由 命题 43 可 知 


50%) 


к=0 
зар ау (п=1, 2,3, +.) 
2 3 % клн 


办 此 根据 命题 48 中 (2) 即 得 
51)» 
(+) 0) (n=1, 2,3, =). 


50. жи", с 1)*=(—1)* Z .). 


[提示 ] 利用 命题 34 和 48. 
51. wi" por (—1)* = 1 


m m+k+1 m+n+]1 ` 


[提示 ] 利用 命题 46 和 48, 
52. ix 


a 66 ° 


óé(n)=a,jd-ai:n-+an(n—1)+a; n(n—1)(n—2)-+--:, 
pn) 二 qo 十 全 二 各 n(n 一 1) +ӯзт(а—1) (8—2) +. 


(п= 0, 1,2, +). 


п n n n 
(ol O+ ("ува ("во 


=2'ф(п), 


n n n 
("#0 ( i Jos Ë Yo 


toh” Jem Daa 


则 必 有 


(n=0, 1, 2, +), 
[证 ] Фп) ж УК A АУЕ гй 41 得 


(„у ю-2(,) ии) 
Жө») 
=") 


=2" > 5 一 1)… (2 一 人 十 1) 
=2" (n). 
故 第 一 式 已 成 立 .， 又 将 ó(n)B53E X KE pR 
саза 


(п= 0, 1, 2, =), 
应 用 命题 48 即 得 本 命题 的 第 二 式 . 
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53. ЖЕУ) nl esa, (Euler) 


[证 ] 于 命题 52 的 第 二 式 取 ó (k)=k"', 显然 an = 二 1， 由 是 即 
得 本 命题 . 
54. 试 证 下 列 等 式 ; 


Ч # =й af” рү? % —n)2 er 
(i) (9) п) зе юч (зу п)? + 


(ева ++ =2".n. 
k 


.. т Е a f” 2б n LAA 
Gi) (9) n) (ie à) (уч п) 
í" А _\0 (n=2), 
+(—1) 的 世 D 十 mf перц 
[证 ] Вх л, 于 命题 52 取 ф(1) = (28 —п)°, ШК 
$(k)=n°'—4(n—1)k+ Ak(k—1), 


| ф(®) =п* —2(n—1)k+k(k—1). 
从 而 
0 (п522), _ 
=}, ew ay с, 
由 是 由 命题 52 的 两 个 等 式 即 得 本 命题 的 两 个 等 式 ， 
55. 设 以 nw 册 各 不 相同 的 书 分 赠 给 个 朋友 (n 宇 k)， 使 每 个 


人 至 少 得 一 朋 ， 试 证 其 分 配方 式 的 总 数 S; 由 下 式 给 出 : 


sze- f (k—1 (2) ы 
k= |) ) 2 ) 


+o k Y." 
зай š 
[证 ] 注意 本 是 与 Sl 的 例题 6 是 具有 不 同性 质 的 . 在 分 配 


的 办 法 中 , 若 取消 “每 人 至 少 得 书 一 册 ” 的 限制 , 则 分 配方 式 的 总 数 
显然 是 姑 。 现 从 另 一 途径 齐 析 此 总 数 之 构成 。 从 到 个 朋友 中 任 选 
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> 个， иык O) їй п БӘ У 个人， 使 每 人 至 少 得 将 

一 册 , 按 定义 分 法 数 是 S*， 故 个 人 中 正好 有 » 个 得 书 之 分 配方 
k 

Жж вт 所 以 


k= >, 6%. 
v 


› =1 


ГЕ 
把 上 式 写成 i= D|} jovis, 应 用 命题 48 的 互 逆 
公式 便 得 出 


газат 


v=1 


56， 试 证 下 列 李 善 兰 (1811 一 1882) 恒 等 式 : 


на РТ) 


[证 ] 记 上 式 左 端 的 和 为 5， 利用 命题 34 作 工具 , 我 们 有 


-RGEC A) 
Е E 
-7 

хуту): ks) 
. 
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LAP IAA 有 十 7 一 z+4\/z+1 
24; Ким НЫЕ k \ l ) (1#) 
[证 ] 注意 命题 56 Pe a k+l 次 代 
数 多 项 式 , 因而 当 т 被 的 成 时 依然 成 立 ， 这 种 推理 原则 , 在 命题 
35 的 另 一 证 明 中 已 经 用 到 , 可 简称 之 为 “多 项 式 恒 等 原 理 ”. 
58， 设 z,y 为 任意 实数 或 复数 ， 则 


AEN IN zyn j) Гат nN +n EP 


59. пт JEREZ, ЖА 1 п-+-т=2т(т`>т). 


则 
2m+kN, _, 
Sy er) 
(унуну 
ü т/\ п | 


во. їй к= | 2 去 2 的 整数 部 分 ， 试 证 
1/(2 一 1)1(2 一 21)N2 _ (2n—2)1 
>3(9019—20) 人 


— (n—i)!i! ni(n—1)1 
51， 试 证 下 列 等 式 并 说 明 其 两 端 均 为 整数 ; 
2 е "+4 
РУ с, "hO Bi 


_ (+4) (п +3) (04-2) (0--1)п 
ча 618 


[证 ] 比较 下 列 两 展开 式 中 2 的 系数 fa 


=] aw /nN 
— ) =" > (—1)° a 
( z 2“ a 
шы >> ee 
a Е ?1 


(15723 十 1022 十 572 一 2)。 
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аву бетим V 
20:05508) 


NR E r —1)” 
=1+15( Lr i * 


: - т", 
і п(Л+1)1++(;-Е1)1 
ji 021 


我 们 得 到 
= Spm 
f= 226-10) . 


") 5 1 

і 7 六 二 
1 1 

mattan 


1 1 1 3 
Хетта) 


{с ЗМЕЮ 
21212121 
БАР 
t Ы ( 1)"** “++ 
> ki(n—Ek)1 


_(n+4)! 
SE T 


m a РЕ 1 1 
ЕЕ 6 (risa) 
2 十 4\4.5.6.7 /7 十 4\5.6.7.8 
+( 7 уе 8 J 16 ` 
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Е a n L 4 алк ТЕ оь 
Е s J 6 E 8 


是 一 个 整数 , 并 且 容 易 化 到 题 文 中 等 式 右 端 的 形式 . 

62. 车 多 项 式 f(z) 当 z=0, 1,2,… 时 恒 取 整数 值 , MI gk f(z) 
为 一 整 值 多 项 式 .， 试 证 f(z) 为 一 n 次 整 值 多 项 式 的 必要 与 充分 
条 件 为 : 有 一 组 整数 do а, +, an 存在 , 使 


КЛ КЛ % 
о аа) 5) 


§ 3， 差 分 算 子 人 的 简单 应 用 


设 f(z) 表 任 一 实 变数 或 复 变 数 的 函数 ，A 为 一 差分 算 子 , Ж 
定义 为 Af(z)=J(z 十 1) 一 有 (x), ALA*f(7)]=A* f(z)。， 以 算 子 
A 作成 的 多 项 式 

Р(Л) = р, ip A+pA2 + р, А" 
仍 得 视 为 一 算 子 , 其 系数 р; 属于 实数 域 或 复数 域 , 并 规定 

P(A)f(z)=pn.J(z2)+nAf(z)+ pA f(z)+-- + p. AFCE), 
又 规定 工 与 0 分别 为 单位 算 子 与 零 算 子 , 其 定义 为 

І 0х) = А (т) = (=), 07 (2) = 0, At -0= 0+ А =A", 

这 样 我 们 便 很 容易 看 出 ， 系数 属于 实数 域 或 复数 域 的 一 切 差 
分 算 子 多 项 式 PA) 对 于 上 述 规定 的 加 法 及 乘法 而 言 ， 作 成 一 
个 交换 环 ， 例 如 , 若 8(A) 为 另 一 差分 算 子 多 项 式 ， 则 显然 P(A》 
[Q(A)/(z)] =[P(A)DQ(A)]f/(z)=Q(A)[P(A)/(z)1. 

男 一 个 常用 的 算 子 是 移 位 算 子 Е, 其 定义 为 

Bf(z)=f(z=+1), Et = Е*-1Е,Е%=1, 

63. ix z 为 整数 并 且 OKI. WHE 


e 72 * 


(х) = f(0) +( jue + (ror 


+( „кг. 
п 


[证 ] 7С) = 8° 300) = (ГА)? 00) 


Ҳа) 
64. (牛顿 -格雷 英里 的 插值 公式 ) 试 证 对 任意 7x, 有 


z | £ 2 ... 
roosi ros = f) + 


£ 
+( уо + R, (z), 


此 地 余 项 如.(Z) 由 下 式 决定 : 
1 о. 0 fO) 11 1 
1 11 < 1° fa) 2 22 


l n! ee п" f(a) п д 
1 WW @ К) 


(Newton) 


(牛顿 ，I. Newton，1643 一 1727; 3 Н, Ј. Gregory，1638 一 


1675.) 


[证 ] 入 将 上 述 余 项 表达 式 的 分 子 按 最 未 一 行 展开 , 可 知 Ra 
《7) 可 表示 成 f(z)—p (z), 这 里 ps(Z) 是 一 次 数 委 2 的 多 项 式 . A 


一 方面 , qa(z)= > erosa ka <a 的 多 项 式 , 因此 


只 要 证 明 9。(Z) 在 2 十 1 个 相 异 的 点 处 与 ps(z)=Xz) 一 Rue(z) 取 
相同 的 值 即 可 ， 由 上 题 的 结论 可 知 当 z=0, 1，…， 对 时 q.) = 


. 73 е 


Хт), H R,(z) 的 表达 式 可 知 当 z=0, „жуп 时 В„(х)=0, 从 而 
p.(z)=f(2z). МИ 2-0, 1, =, niž n +1 AAE p (2) = q. (2). 
65. ik jz) 为 一 天 次 多 项 式 , WI 


(у= оч; jro (z ror 


(i) АКУУ 


[证 ] 上 题 中 ， 的 分 子 行列 式 的 最 后 一 列 是 其 余 各 更 
A, 从 而 R,(z)= 0. 
6. кө 


Р n n 
A"/f(0) -fw —( D+ nD 


с" Jro. 


[提示 ] Ж Л‘ = (E— Г)“. 

67. 试 由 命题 66 推 证 命题 53 的 欧 拉 等 式 ， 

68. 试 应 用 差分 算 子 及 移 位 算 子 推 证 命题 52 的 第 二 式 . 

69. 若 定义 А-!](ту= SOKE), А АЗА tD, WHE FA 


t=0 


等 式 对 一 切 小 于 或 等 于 的 正 或 负 的 整数 而 言 恒 成 并 : 


а) 


70. 设 f(z)2J—k ik £T Ñ, ЕДА) ао. WHE 
A*f(7)=k!ao, A 'f(z)=0(s2>k+1). 
it 有 7) 为 一 k REHA. M 


iorn ara (2 с-з 


# 


° 74 à 


+í, Jerez. 


[证 ] 由 于 等 式 两 端 均 为 次 多 项 式 , 所 以 只 要 对 非 负 整数 n 
证 明 
к) 

RBT. ЖЖ, ИОВ АУЕ) 0а Tl. 12), 从 而 不 
жай 

a-e A eaea. 
由 是 可 写 | 

аваа) a ")ar'ay]re, 
因此 


k k 

Бусове 

у= 0 ?一 0 
=E-1(1—B-1A)-"!f(0) = E-E" (ЕЛ) "1 f(0) 
=E"I "f (0) = f(a). 

72， 设 m 为 非 负 整数 。 试 证 下 列 互 逆 公式 : 
по 0) (п= 0, 1,2, =) 
«ато ("вн (п= 0, 1,2--.). 

= 0 
[证 ] 第 一 组 等 式 关 系 可 表 成 


m+n 


l 
f(n) = УЭ ШАШУ; =(I-rE)"*"g(0) (n=0,1,2,.). 


k=0 
(1) 
第 二 组 等 式 关系 可 表 成 
° 75 > 


OESS O к=") =: Е)"Е"д(0) 
=(—1)ЧТ+Е)"1—(1+Е)}"д(0) 
С skf * í I mym+k 
= (ham 000)) 
(n=0, 1,2, =). (2) 
今 应 用 命题 48 于 (2), 得 
(T+ B)"'"g(0) = (r EDHE DAO) 
к=0\Ё 


=(I-+A)"f(0)=E"f (0) = (п). 
EHA). 反之, EARRACH m, 则 得 


>e p=: Jf% =A"f(0), 
k=0 


乃 知 由 (1) 亦 可 导出 (2). 
[注意 ] ZA m=0, 则 命题 72 即 是 命题 48. 
73. 试 根据 命题 63 与 命题 66 的 互 逆 性 质 推 导 命题 48. 
[提示 ] 可 将 A*f(0) 作 为 函数 g(%) 来 看 . 
74. 〈 伯 努 利 求 和 公式 ) 设 f) 为 任 一 对 z==1,2,…,n 有 定 
义 的 函数 ， 则 


7D=( :xD+(2 Jara ӨТТ 


ч; уро). 


[提示 ] 可 应 用 命题 63 ЖЕ. 又 直接 推 证 亦 属 易 事 。 
“75. 人 
-g” 


和 十 2 十 03 + 


= "z +Í "en +( „= +. +zr(z—1)" 1, 


76， 试 应 用 伯 努 利 求 和 公式 推出 


= n n n n n 
(9) зво) er) 
[#1 5700) =, ШАВЖ Af()=15, А°/(1)=50, 
А? (1) = 60, Л^ў(1) = 24. 
X, 计算 这 些 高 阶 差分 的 最 简便 的 方式 是 这 样 的 : 
FA) f(2) f(9) f(4) f(5) 


16 81 256 625 


1 
NZ AZ SZ sZ 
15 65 175 369 


我 们 所 需要 的 数值 也 就 是 左边 的 斜 行 : 1, 15, 50, 60, 24, | 
77， 试 证 | 


7 > |&*+-+5(р++1) D+p > 1k 
k=1 k=1 k=1 


7> —5(p—1) 之 1 一 > 1k 
k=1 k=1 k=1 


78， 设 数列 |s,{ ”收敛 于 零 ， 则 下 列 数列 也 收 化 于 零 


n 


у, (п=0, 1,2, ~). 
[证 ] 对 任意 


-1/ 7 *_ Єз т-1 
1 e tt. > Em о В я 
| n l< А» }+Ё >, ке gn Bs 


p= 


mn, 写 em= SUP {Sm, Sm+1 Ө). 则 
1 


М 
lim |#, |En. 
по 
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令 m>, HF s, 收敛 于 零 , 从 而 ёп >0(т оо), 所 以 
а |4, I=0 即 баё, =0. 
79. ( 欧 拉 转 换 公 式 ) 设 级 数 (一 1)"'f(n) 收敛 (不 必 为 交 
错 级 数 )， 则 对 任意 非 负 整数 p, 有 
f(1)—f(2)+f(3)—.…. 


(—1)? 
9? +1 


=S= А) + А?](1) 


+C {A A) -A "2) 
HAPHE) — e) 
2р) Ара) ASO e GREN H 


[证 ] 第 一 个 等 式 可 对 卫 用 完全 归纳 法 来 证 明 . 而 欲 从 第 一 
个 等 式 导出 第 二 个 等 式 ， 只 要 证 明 含 花 括号 的 整个 项 当 роо 时 
趋 于 零 . 为 此 , 以 


了 十 1 1 
му i -Dstt 
y=0 
( 见 命题 66) 代 入 得 
Е 1 
дет 250-0" АУФ) = == >", М үр (=f Ca), 


p=y+1 


但 其 中 的 s,= PH (CIUS ER EAR R, A 
当 当 оона 4, 由 是 根据 命题 78 可 知 
әрт я = (роо). 


[注意 ] 利用 本 命题 有 时 能 使 收敛 较 慢 的 级 数 变 为 收敛 较 快 
的 级 数 ， 下 面 的 题 80 提供 了 两 个 很 典型 的 例子 ， 但 题 81 提供 的 
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例子 说 明 亦 不 尽 然 如 此 . 题 82 给 出 了 使 收敛 变 好 的 一 个 充分 条 
tE. 
80. 试 将 级 数 


л 工 了 二 一 于 二 于 
人 
转换 成 收敛 较 快 的 级 数 . 
[提示 ] 例如 就 第 一 个 级 数 而 言 , 可 令 /(л) 二 1/(2n 一 1), F 


Atf()= (— 13:22 (k=1,2,3, =), 


kı 
(2k-1)11 
代入 命题 79 的 第 二 个 等 式 得 


з= 20213-9. 


同样 地 , 对 第 二 个 级 数 得 


Е. 
СИР АДЕ: МИШ 


81. даек УС", вана 
татр я 
[提示 ] ийиди > (和 "P. 


82. 若 收敛 级 数 > (一 1)"-!7(z) 满 足下 列 条 件 : 
G) (—1):Atf(n)2>0 (kEk=0,1,2,.;n=1,2,3,-..); 
Gi) 存在 实数 a>, 17 n 9 


fn + 1) 
Кау 2% 


«е 79 Ф, 


则 经 欧 拉 转 换 后 的 级 数 立 CAsf7(1) 收 化 比 原来 的 级 数 为 快 ， 
k=0 


92k +1 
即 写 
B= D CDO) m= D Сда) 
时 ， 有 
сй жаш 


[证 ] 由 条 件 (i 得 
(D'A F= (1) А8 у (п) — (1) А21 (а +1) 
<(—1)*-!А®-1}(п)<.+</(т). 
因此 


— 


=> (— 1)" А, >з а) G 
2” v+] A FDS 2 т ~ gnt ° 
另 一 方面 ， 


Rn = > (—1)'f C») 


ЕЕ = 2 fa+D +E- 1)"S'AfOn+ аъ), 


0) Ау (п) >20, Е ЕЖ nk ЕЗ. ХН 
Ау (п) 2>0, 
所 以 它 的 通 项 的 绝对 值 单调 下 降 地 趋 于 零 . 因此 由 条 件 (ii) 得 - 


| Ra I> FG D> дт) ая, 


Tn 


1 | 7 
=< 1 — 1 = è 
В, |C Ga)” JAT lim |- ý 
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84， 欧 拉 - 马 克 劳 宁 求 和 公式 

有 限 和 2f(n) 的 求法 是 解析 运算 感 兴趣 的 问题 之 一 。 诚 如 上 
节 命 题 69 的 定义 所 指出 的 , 这 种 运算 是 差分 运算 的 逆 运 算 ， 上 节 
的 伯 努 利 求 和 公式 (命题 74) 已 经 涉及 到 和 7 (n) 的 求法 的 问题 ， 
”这 个 公式 对 于 f(n) 是 多 项 式 的 情形 ( 即 Zf (m) 是 所 谓 高 阶 等 差 级 
数 的 情形 ) 使 用 起 来 频 称 方便 .但 对 一 般 的 解析 国 数 ， 则 问题 仍 
然 是 没有 解决 的 ， 为 此 , 本 节 将 介绍 一 种 古典 的 求 和 技巧 , 这 就 是 
欧 拉 -马克 劳 林 求 和 公式 ， 这 个 公式 是 欧 拉 在 1738 年 发 表 的 ， 但 
近代 分 析 的 研究 发 展 却 更 加 显示 出 这 个 公式 的 重要 性 , 

83. 由 下 列 发 生 函 数 定义 的 一 些 数 B, 称 为 伯 努 利 数 ; 


试 证 
k-1 


x” `+ "a kl =: 
(1) Bo=1, В, = EOZ (k=1, 2, 0). 


G) Bi=—Bsa=0 (k=1, 2%). 


[证 ] 首先 我 们 注意 , В (e*—1)/z(% z= 0 EA 函数 值 
为 1) 需 级 数 展 开 式 的 常数 项 不 是 零 ， 因 此 G(z) 的 需 级 数 有 一 个 
正 的 收敛 半径 , 上 述 定义 是 有 意义 的 .由 定义 ， 


е®—1 В эү ОРЫ: 
1= pt 一 “У: УУ 
r 2м“ отд 


кы ~ > В, z, 
>1(й—>-Е1)1 


k=0v=0 
比较 系数 即 得 (i).。 又 
oo 


. 8] ° 


Hh 
s sa —B, , 
> z)"= z+ 21° 
由 是 即 得 (ii). 
84. 试 将 函数 x ctg z 和 tg x 展 成 寡 级 数 . 
ГИ неа АИИ наа РЕ. 


sing еі —е-*7 е?! — itae 
因此 

z ctg 5 一 这 十 -2 
由 是 根据 伯 努 利 数 的 定义 得 


X ctgy 一 HEE mbu, g. 


又 根据 tgx= ctgx 一 2ctg2z 得 


z _ 2%* (222 —1)B _ 
22 ув -1 2k „26-1 
tgz= > (—1) — ш z А 


85. 设 2” 和 ВТЕ. ЗАЛЕ 
1+ +25 +... тх 

пЁ +! 
pil 


+" +230 = Вав 1) 0—2)" 


HERC 1) (0—2) 0—3) 0 Юте. 
(Bernoulli š 

[提示 ] BE T А 74 ЯП 70 nÍ S HHen 是 % 的 
k+1 次 多 项 式 , 设 为 P (a) = Ат БА Tee +A; n А. 1 
比较 P(n+1)—P(n)= (n-+-1)* уж. 

86. ДЖ Ba, В, Be, Ba, B... 

[#1 В,=<,В,=—,В;=-,В,——,Вь =. 
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87， 伯 努 利 多 项 式 B.(t) 由 下 列 生成 函数 定义 : 


-e Z очогу SL), 
H(t,z)—=e m G(T) > 7 Ж" 


t [k 
ий B= |, Bt 


»=0 
[证 ] 由 定义 
Liz tr? P В, 1 В, 2 ~) 
(1 lips ga (8-24 ТЫМЫ 


ваа. 


Е х“ 项 的 系数 即 得 . 
[注意 ] 由 本 命题 显然 可 见 В, = B.(0)， 即 伯 努 利 数 是 伯 努 
利多 项 式 在 上 =0 的 值 . 
88， 伯 努 利 多 项 式 满足 下 列 等 式 : 
B.(t)=1,B,(t)=kB,-.(t) (&=1,2,.), 
| .spDa=o (k=1, 2, 5), 


反之 , 伯 努 利多 项 式 由 上 述 条 件 唯一 确定 . 
[证 ] B(t)=1 & B,G(t)=kB,-,(t) 由 命题 87 的 结果 直接 
验证 ， 又 同样 算出 


1 k /k B 
[,5\юш= >; 导读 


区 命题 83 的 (i) 可 知 其 为 零 . 
反之 , 如 果 从 Bo(t)=1 出 发 逐次 积分 , 并 由 


[ва =o 


决定 积分 常数 ， 我 们 就 能 唯一 确定 一 系列 多 项 式 B,(z), ERX 
° 83 = 


就 是 伯 努 利多 项 式 . 
89， 试 证 伯 努 利多 项 式 有 下 列 性 质 : 
G) вв -DGD) 一 BE 900) =н (k=1,2, =). 


Gi) В;?(1)=В;?(0)= TBxz-， 


kl 
(k—vy) 
(k=2, 3, sess 2 一 0， 1, sses &—2, k). 

(11) B,(t+1)=B,(t)+kt*-! (k=1,2, =). 

[HE] 《iD 和 (ii 可 利用 命题 88 的 结果 来 证 明 。 为 证 明 (iii7 
我 们 可 得 В,(2--1) RHB. Taylor, 1685 一 1731) 展 开 ， 并 利用 
(ii) 推 导 如 下 : 

B.G += DPED p = 5780), 
>= 0 六 »=0 
BY (1)— Be) (0),, 
下 t 
=B,(t)+ ktt.. 
90. 设 % 和 都 是 正 整数 ， 试 证 


19 +28 + ае IB. (a +1)— Ben). 


[提示 ] 利用 命题 89 Gii). 

[注意 ] 本 题 的 结果 与 命题 85 是 一 回 事 ， 但 这 里 利用 了 伯 
努 利多 项 式 , 不 仅 表 达 紧 次 ,而 且 证 明 大 为 简化 . 

91， 对 任意 实数 t ЖЕП] 不 超过 的 最 大 整数 ,并 令 { 引 
=t 一 [七 ， 则 B(t)=Bi({t}) 是 以 1 为 周期 的 周期 函数 , 称 为 伯 
努 利 函数 ， 试 绘制 伯 努 利 函数 B1(t)，Bs(t)，Bs(+)，B4(t) 的 图 
JZ. 证 明 所 有 的 伯 努 利 函 数 都 有 有 界 变 差 ， 且 当 x 宇 2 时 是 连续 
的 .研究 其 可 微 性 , 关于 各 阶 导数 做 出 相应 的 结论 ， 
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题 91 图 伯 努 利 函 数 B), Ba), Ba), В.Ю. 


92， 带 奇 下 标的 伯 努 利 函 数 是 奇 函 数 ， 带 偶 下 标的 伯 努 利 图 


数 是 偶 国 数 . 
[证 ] 由 
„аг =. с 2те" "= 
可 见 
Н(1—2,2)=Н(, —z). 
ЛУ К К ШТ 
ИП > Тр k TI (—х)*. 


° 85 ° 


所 以 B,(1—t)= (—1)" В,С7). 
这 也 就 是 B.(—t)=(—1)*B,(t). 

93， 在 任 一 个 周期 区 间 上 ， 下 标 不 小 于 2 的 伯 努 利 函数 正好 
有 两 个 零点 ， 具 体 地 说 ， 当 之 1 时 Baa(t)#E[0,1) Eg ae 
ж 0,-у› Bal) 在 [0,1) 上 的 零点 是 在 区 间 内 部 关于 去 对 称 的 
一 对 点 . 


[证 ] 当 1>1 时 ,0, 5, 1 分 别 是 贝 努 利多 项 式 Bult) 的 


零点 ， 如 果 Bx. СРЕ СО, 1) 尚 有 除去 外 的 别 的 零点 , 则 由 
By, (t)=2k: (2k +1)Bar-1(t) 
根据 治 尔 (M.Rolle, 1652—1719) 定理 可 知 Bs(t) 在 (0, 1) 尚 有 两 
个 零点 ， 这 样 便 导致 三 次 多 项 式 ВСР) 有 四 个 零点 之 矛盾 ， 同 样 
可 知 Bas(t) 在 [0, 1] 恰 有 两 个 零点 在 区 间 内 部 ， 零 点 关于 二 的 对 
称 性 由 命题 92 可 知 . 
94. Кп А, 又 设 0<!<п, Wi 
в) = в) Уа), 
式 中 
„-1_{(Ф#—>»)*7! > 
(Ф—»)ї = > (<). 
又 当 上 为 负数 时 , 试 写 出 相应 的 结果 . 
[提示 ] 由 命题 89 的 等 式 (iii), 有 
B,G(t)=B,(t—1)+k(t—1)* =... 
= В.Е] +01) ВСЕ Гер)в 
95. #1 是 任意 实数 , Б ЕЗЕК, WI 


ж) 命 0" 一 1。 
° 86 ° 


B.(t)=1. 


° si 9 " 
Bt)=— ysam” (2520, +1, +2, …)。 
p=1 


Вы(гу=(—1)*''2 ФӘ е”. 
=1 


(2 Cr) 
š 四 十 1) 1 < si 
В,,.1(#)= (—1)* 12 (олуш 2з ут 
[证 ] Дах, bO R BREH RARA. M k> 时 
aH =2 | В.(ту=0; 


1 
a i Ba (t)cos2antdt 
k. = „| 一 2[, їлїлабьв,,_ (т) 


=+ 22 одлив, ту | 


2k 全 |， сой — 1)B,,..(t)dt, 


mn 


E k=1, 则 上 式 末 端的 积分 为 零 , 因而 


X Ж k>1, 则 积分 另外 的 项 为 零 , 因而 


(2k 2k(2k— 1) (20-2) 一 = ss k- 2. (2k)! 
ag )= — (xn): l а? ш; =( 1) š (2лт)?* 


(п= 1,2,3, +.); 
而 由 命题 92 可 知 012000, BERNAR В, (Т) Ый Н ЛЕ. 
显然 此 展开 式 是 收敛 于 Balt). 
同样 可 得 B.(t) 和 В,,..(2) (6221) 的 全 里 叶 展 开 式 .后 者 在 
全 实 轴 处 处 收敛 于 Boi11(t)， 前 者 由 狄 利克 和 雷 - 约 当 判别 法 可 知 
° 87 ° 


除 整 数 点 外 都 收敛 于 B (t). 


96. 试 证 
аа ы 
+++ і 
一 般 地 , 有 
Ыы 2k 
Уа d 


[提示 ] 这 是 上 题 展开 式 的 特殊 值 . 


97. (к-за ЖАА) Аб) У РБ а, b], 对 某 个 
Ет, fe ОС) та, 5] 上 绝对 连续 ， 则 对 任意 ELO, 1], 有 


[raya Уа 


= уЗг mas -fw В,(ї)Ь 
+= | fO (B (1-275) -8:0))iz, 
b—a 
[证 ] 上 式 右 端 是 t 的 连续 函数 , 故 不 妨 设 0<t<1 


рос) Bt 
当 7 之 2 az. 分 部 积分 法 得 
_ = |!” о(х)В в, 28)" 


. ® 


hr 1 rb ë= _ _z—a 
pe (7)B,, (t )4z 


° 5383 ° 


Á ОВР ЭРҮҮ E ra 


т! 
x 
= {'@В, (1— de 
= GB, (4+—-®-—-©®\ш 
= al f' (a+ (i t+u)h)B,(t—u)du 
=} E fr (at (i +u)h)B, (t —u) du 
+Ê fCat Ct)B (ttl du} 
[аавв 
+[ (a+ (i+u)h)du 
+ [f(at аюв, аа) | 
[аса 
SISO) -OIB в-ва G+ DD 
十 | (=). 
所 以 


二 二 (一 下 А 
2 B,(t)h 


=} 


-k5 fla+ l ову | foiz. 


但 显然 
FQ) SU) руе = F P fs) BC). 
T! TlJo 


于 是 命题 得 证 。 
98. 设 和 % 都 是 正 整 数 。 则 对 任意 实数 t, 成 立 等 式 


DEA n-1 i 
B, (nt)=n ' EB (++): (Raabe) 


[证 ] 于 命题 97 置 f(z)=B,(t+z2), a=0,b=1, r=k+1, 


B,..(t ‚= B,.Gt)_ 15s, (i ++) 


B, _, +10241) — В,_ „+10 .В, 
РД! `" 


з 
апан 89 的 (iii) 及 命题 87, 相继 得 
its H- “+, кт 
, 
=>, ve = ka (nt). 


2 一 0 


99. 设 妈 为 非 负 整数 ， 则 有 下 列 等 式 成 立 ; 
в„(-„)=—@—2'-"*)В„. 
в„(д-)=Ви(4-)= _— (1—2!-2*)92-%В,,, 
В. т) ва) G 322 Ba. 


p (1 += в.(5. 5)= (1—21-2%)(1—31-2)2-1В,,. 


[证 ] 利用 拉 贝 (J.L.Raabe,1801 一 1859) 的 加 法 定理 (命题 
98) 路 得 . 
* 90 „> 


[注意 ] 本 命题 所 给 出 的 B41) 在 i=, ЕНШЕ 
有 用 处 的 ， 此 外 , 我 们 还 顺便 得 到 了 Bs,(t) 在 (0, 吉 的 零点 i* 的 
ШИ: 5<. 

100. i je-2(z) 在 [0, 1] 上 绝对 连续 , 并 且 在 [0, 1] 上 几乎 处 
АГС) М, 这 里 1 是 正 的 常数 ,7 为 正 整 数 ， 则 对 任意 r€ 
[0, 1] 和 正 整数 "成 立 不 等 式 

1 (»-1) -D0 
|| каа: y> (t: тү, рэк иш FU вс) 


ХМ 
< ә! | 


这 里 
K= в.) B,(t)|4z. 


在 所 有 使 上 述 不 等 式 成 立 的 与 了 无 关 的 常数 K,(t) 中 ， 这 是 最 好 
可 能 的 . 

[证 ] 记 不 等 式 左 端 绝对 值 号 内 的 表达 式 为 R,(f,t)， 则 由 
命题 97, 有 


R,(f, D=- f (z)(B,G—nz)—B,(t))dz. 
所 以 
|R, (f, 


M ri ~ 
ШЕГРТ. а 
<| 20 nz)—B,(t)|dz 


М t _ 
==], _ IB.G)—B,(t)|dz 


= IB,(2)—B,(t)ldr= 4 K,(t). 


тіп 


52—58, 对 任意 满足 条 件 


. 9] ° 


(2+2) М sign(B,G—nz)—B,(t)) 
(02, sh өз] 


的 函数 f(z), 题 中 的 不 等 式 是 等 式 ， 所 以 常数 K,(t) 是 最 好 可 能 
的 . 
101. 设 了 为 正 整数 ， 则 命题 109 中 的 当 数 Cyr 


ВЕК p+1 Berat) == В,,(1) / 1 
Ж. уа шошо | (<<), 


КЕ В,,..(#) Ва В,,(1) lc 
( D [aaa 人 н ЫС | (21) 


[提示 ] 函数 w(z) = Bar(z) 一 Bar(t) 在 [0,1] 上 恰 有 两 个 堆 
At #H(1—1). 

102. 设 f(z) 是 以 1 为 周期 的 周期 函数 ， 对 某 个 正 整 数 w， 
fn(z) 绝 对 连续 , 且 几 乎 处 处 有 |f"(z)|<M, ух Шш М ЛЕ йо 
数 ， 则 对 任意 实数 t MERA n 成 立 不 等 式 

[Ti px. 


п 


K. G) -| 


这 里 


K = + а В, 
| 14(1—2 рур 


[е 
во-во) 
并 且 , 在 所 有 使 上 述 不 等 式 成 立 的 与 了 无 关 的 常数 及,(t) 中 , 这 里 
的 KK,(t) 是 最 好 可 能 的 . 
[证 ] 不 妨 设 0 过 1， 写 不 等 式 绝对 值 号 内 的 表达 式 为 
ВР, 4), 则 B, Cf, i) 其 实 与 命题 100 证 明 中 的 R, (f, t) E: R. 
于 是 由 命题 100 得 


° 92 ° 


R, D MEOD, 


但 在 命题 的 条 件 下 ， 上 式 左 端 关于 了 取 的 上 界 应 与 4 无 关 ， 因 此 
Хола йо t 可 以 用 任意 值 代入 均 使 不 等 式 成 立 ， 于 是 


M K,,Í а) МК». (5) 


e aps swamp; ‚ | Bs fo i)| < ~ nT 


с: =, 


由 命题 101 可 知 Ko (+ 又 由 命题 100 中 K.(t) 的 表达 式 


> 1 
直接 算出 Kos- en 只 要 留意 Bas-,( 诗 )=0: 


按照 我 们 这 样 的 取 法 取 t， 则 命题 100 的 证 明 中 构 作 的 那个 
ERREA 


Í j feeeyas=0, 


于 是 对 f(z) 进行 7 次 不 定 积分 后 ,我 们 可 以 适当 选取 其 中 的 各 
个 积分 常数 使 之 适合 本 命题 的 条 件 。 但 我 们 从 命题 100 的 证 明 中 
已 经 知道 这 个 函数 使 不 等 式 成 为 等 式 ， 所 以 命题 给 出 的 常数 是 最 
好 可 能 的 . 
103. iË fz) 是 以 27 为 周期 的 周期 函数 , |” Gaya; =o. Ж 
对 某 个 正 整数 ”天 2(Z) 绝 对 连续 , 且 几 乎 处 处 有 
If "(xz)|<1. 
则 | 
max|f(z)|< K,- (2z)”, 
这 里 常数 K, 即 如 命题 162 给 出 者 , 且 在 此 地 是 最 好 可 能 的 . 
Р (Бернштеин) 
[提示 ] 这 是 命题 102 的 特例 . 
104. 设 f(z) 定 义 于 区 间 [a, b], 对 某 个 正 整 数 ", (г) 
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有 界 变 差 的 函数 ， 则 对 任意 4E[0,1] 和 正 整 数 w 有 
ров fatti +t)h) 


-5E өш огы "шу, (г 


_ и POTNO B*(t)h 


+6, вус ө, 


жш в =”—, V (у-у еа Еа, |8,|<1, 
[BI KA BICHE оет 上 的 最 大 绝对 值 ,而 
por (тян, 


В*(#) = 
Bt 一 至 (7 为 偶数 ). 


[ПЁ] 不 妨 设 0<t<1. 车 +=1， 我 们 添 设 f(z) 至 少 在 a 十 
th,a+(t+1)k, =, a+ (t+r—1)h HA ta (这 个 假定 如 何 去 
掉 ， 这 里 不 去 讲 它 了 , 请 按 注 12 查找 文献 )。 于 是 ,下 列 积分 是 存 
在 的 : 

对 此 , 如 同 命题 97 的 证 明 那 样 进行 分 部 积分 , 只 是 以 黎 曼 - 斯 提 捷 
的 分 部 积 ' 分 原理 代替 勒 贝 格 积分 的 分 部 积分 原理 ， о; 
| Fiet Ot -4)h) 


i=0 


-DDY_ fv-1) 
оуд (o) = f (a) B,(t)h +p,- 


vI 


y=1 


然后 , 我 们 将 о, 写成 
. 94 • 


[= Аш 
PE ВАЗЫ (а) к, 


Tl 


并 取 
co 一 豆 [max B С) +тіп B,(t)], 


即 可 证 得 命题. 
[注意 ] 1831=(1 一 起 )1 Bo|， 
105， 设 f(z) 在 [a,8] 上 绝对 连续 ， 则 


—551Ф—@' |: max(— f(x), 0)dx 
<| fz)dz 06а) (fa) +) + 


0а) Р) — f'(a)) 


=== (b— a) [ max (f(x), 0)dz。 (Atkinson) 


<s 
[提示 ] 这 是 命题 104 的 特例 ， 请 留意 


fpr- -"@+у = | max (fOe), буда, 
TIOR a-ya} 


= 一 | max(—f (z), 0)dz. 
165. 没 了 (7) 在 [a,2] 上 绝对 连续 ， 则 


—s 0 —_ а)“ Í max(ftb5 (z), 0)dz 


<| rod- @—a)f(e22) 
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2-а) (b) — f'(a)) 
00-а) max(— fe(zy,0)4z. 
107. i f(z) 在 [a 5] 上 单调 ， 则 随 f(z) 之 为 增 或 碱 ， 相应 
地 有 
AOON | 
0 
= Ny -a| Fatti 


+Í(a-+(n—1)h)+-L fla аю) 


<) 
2? = А 
[Lf (9) Р (5)]. 

[提示 ] 这 也 是 命题 104 的 特例 。 当 (7) 为 增 的 情形 , 这 是 
Е (С. Pólya, 1887 —) FUE% Ж (G. Szeg6, 1895 一 ) 的 书 上 的 一 
个 习题 ， 当 f(z) 为 减 的 情形 , 这 是 华罗庚 和 王 元 的 一 个 定理 . 

108.( 欧 拉 求 和 公式 ) 7800г) Га,а i ah] 上 为 有 界 变 
Заби, 这 里 大 是 正 整 数 。 则 存在 如 ,| 11. 全 


uf ots i2) = pk fay Ka. üh) 
+” И -D(a+nh)— fo U (a)] 


йе ET (1 ку е Э(а+пћ) – {0 (а) 


G: rh 
th V аео) |, 
DEI йй 104 8 =0,r=2 即 得 . 


э Go е 


S fGz)dr 4 EC) 
hla 


25а. nk) 


2»—1 В», 
+> EAT 


若 对 fo， 纪 上 所 有 的 z, HWA fOO) H f°'*2(z)Z0, 或 
对 Ca, b] ERAH e, WA SOO) Jt B. fO). WI 


和 > 7 f(a+ ih) ENF с, 和 c, -, Z 
[证 ] 在 本 命题 的 条 件 下 , 由 命题 108 可 知 
Уа Ayo, 5 "i =a. 
必 异 号 . 
100 1 
110. 求生: 


k=10 


[ 解 ] jz)=z 适合 命题 109 的 条 件 . 计算 之 ， 


P Me ‚ 0.001 +0.000001 , Bof 3 3 
ида 2 21|10#* 100: 
В. [60 _ 60 
tal 105 100% 
=0.0051754142. 
gs = 0.0054754150. 
由 是 可 知 
100 1 
0.0054754142< Dipi. 0054754150. 
k= TU 


11. ( 奥 斯 特 洛 格拉 蒋 基 求 和 公式 ) bef- (atla, b] E 
为 有 界 变 差 函 数 ,这 里 为 正 整数 ， 则 存在 总 , |0, | 委 1 使 


: 97 в 


<h а l h үө Ф 
一 一 一 =— £ 
>+: ЭД Аі. ко) 
Е-1 
В 
— Npe- 22， 


2 i 


2 2 м)" 0 (а +яћ) 
—es-u(a)1 
в ву а-о] ota) 


res (a) +, V (eso) | 


(ИТ ЛЕ АН Е, M. В. Остроградский, 1801—1861.) 
[证 ] 于 命题 104 жг =L, r=2k 即 得 


112. i 


试 对 命题 111 建立 与 命题 109 相应 的 
113. i 


ж f(z) 是 [一 1, 1] 上 的 有 界 变 差 函 数 . 试 证 高 斯 - 切 比 
tšk (С.Е. Gauss, 1777—1855; П. Л. Чебышев, 1821—1894) & 
积 公式 


! JG т 2i+1 
Га Уеа a) 
зїї В 220 да ЯХ 36 yÇ 


IE, (J) |<z V (D. ELES) 
[提示 ] 对 函数 f(cosz) 应 用 命题 111, 取 a= 一 15=Lr=1 

p 1 

К тшу 


114. 车 jz) 可 微 且 Е(ту= Vir f'(z)#E[ —1,1]5 5 
变 差 国 数 , 则 


|E, іу 0р). 
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$ 5， 微 分 算 子 及 函数 方程 在 计算 中 的 应 用 

微分 算 子 D = 也 可 以 看 作 差分 算 子 的 极限 情形 ， 它 也 是 一 种 
线性 算 子 ， 在 本 节 中 我 们 仅仅 列举 少数 几 个 例题 ， 借 以 表明 算 子 
zD 在 解析 计算 中 的 用 处 . 

谈 到 函数 方程 ， 实 际 上 我 们 已 经 在 $1 的 命题 17( 欧 拉 恒 等 
式 ) 的 证 明 中 遇见 过 ， 但 在 本 节 中 , 我 们 将 通过 若干 著名 命题 的 演 
证 步 又 ， 着 重 显示 此 类 函数 方程 在 计算 中 所 起 的 关键 作用 与 应 用 
方式 . 


115. 12 f(z) 为 任 一 多 项 式 , 2D 一 2 为 一 微分 算 子 ， 试 证 
fGaD)zt = f (z. 
[证 ] 设 她 z) 在 复数 域 上 被 分 解 成 


/\хт)у=с(х—т{)(х—х»)+-(х—„). 
则 因 


(#gD=z,)#* =b" ws = (k n yg, 
(zD—z,- )(zD—z,)z* = (Ё—хт„-,)(Ё—х„)2*, +. 
故 依 此 类 推 得 
Jf(zD)zt = с(Ё—х,)(&Ё—х»)+(К—х„)г* = ](Ё®)л®. 
116. 设 f(7) 为 任 一 整 系数 的 多 项 式 ， 试 证 明 下 级 数 
Ро) I e КЫ L. 


之 和 必 为 自然 对 数 之 底 。 的 整数 信 . (Darboux》 
[提示 ] 只 须 证 明 下 式 中 的 9(z) 为 一 整 系数 多 项 式 : 
二 2 人 62 =e"g(z}- 
k=0 ^° 
因为 事实 上 命题 中 的 级 数 之 和 即 等 于 eg(1). 
117. 置 


• 99 = 


(2D)" Ла 2З = f.) _ 


(1—2)"*! 
(п= 1,2,3, =). 
求证 f, (2) 20) n KETA, Н. Ў, (0) =0, fa) =, 
(СеѕАго) 


[证 ] KAT zD WË пат TAZ (1—2). 之 上 即 可 
证 明 . 事实 上 易 算 出 
(2р)"(1— 2)-!= (2р)"%- (2р) (1-2)-!= (2р)"!2(1—2)7° 
= (а0)"% 201—2) 7%2122(1—2)7%) =. 
=(zD)" "{z(1—2) + n1t2n(1—z) n") 
= {2(1—2)%!+ e. + (п 1) 12%1(1— 2) 
+12") (1—2)7%1, 
由 是 还 可 见 ў, (0) =0, Р, (1) = 1. 
118. 设 f(z), g(7) 为 任意 两 个 不 含 非 负 整 根 的 代数 多 项 式 . 
试 证 函数 
(3), 3 十 


= 
g(3 


400) 401) ОЯ 
必 满 足 微 分 方程 


CES (AD 


[证 ] ПАР ЖЕК kh: E Bg Sk DC k BJ РА ИДЕ А A E 
分 的 . 因此 应 用 命题 115 可 以 得 


рз “一 =a = уе 


= 5102р) =fGD) S12 =f(zD) 125 (12[1<1). 
k=0 k=0 


119. iz f(z), g(7?) 是 两 个 互 质 的 多 项 式 , 其 中 g(z) 的 次 数 不 
低 于 大 7z) 的 次 数 并 且 g(0) 二 0。 X jx g9(n)Z0(n=1,2,3,+). MH 
» 100» 


ПЕЕ 
га) FCD) | fO) 
ISERO gg) Tg(1)g(2)g(S) T 
必 满 足 齐 次 线性 常 微分 方程 


psf ff) FE), 
5р)! 1-4- > еә есы са 
аў? хс саууб)“ Н 


co 


TOD f(8) a 
= 290) RDK gy 


=S ys SA-a 


£= ` g(1)o:g(k— D 
,ny ООЗЕ 1) 
-Ben GI 


=f zp] zy. 
120. AIEA šY 


TY 1.3}? , 2—1 
г=1+() eH) e te EE 0) ++ 


适合 下 列 微分 方程 
(1—4) (1—22) 21у 0. 
[提示 ] 此 为 命题 119 ИЯ: 
2 
g(z)=22, }ж)у=(«—-,) I 
121. QW РСа) = (1—42) (1— ga) 01—48) g 1) 
ШЕ Z 
F(z) = At A,z + Az? А323 + 
WELA TAER iH E 
° 101 = 


Е(2) =(1—qz)F¿(qz) 
以 决定 系数 4, 的 数值 . 
[ 解 ] 比较 函数 方程 的 两 端 罕 级 数 中 z" 项 的 系数 易 得 
A, = A,,g"— А„-\0", 
亦 即 А, = А„-0"/(4"—1)(а=1,2,3,+-), Hk punya qa 
ges 
6 一 用 人 ЕС: 
122、 设 函数 R(z) 已 由 命题 121 NEL RETIRERA 


的 系数 : 


(n=1, 2, 3，…)。 


n= 


1 Bo Bz Ва? Biz’ 4 e 


F(z) 
[ 解 ] 由 
1 1 
F(z) -让 本 PT В,.(42)*, 
比较 系数 得 Ba(1 一 q") =В,.14(0—1,2,3, +). РОВ 
mene ey pe i ts 
123. 试 决定 下 列 方程 中 的 系数 со, cu сә, б, Са: 


gz) tgz A gz) (14-9°2-!) 
...(1-- C2 2)(1+9*7!27!) 
= с, Бе, (2+2) е (224-272) 46. е, (2-57). 
[提示 ] 4 ó, (2) Jy Й Б, 则 有 函数 方程 
4- Р 2п+12 
ó, (q z)= $n (2) Е T Fae 

从 而 得 Re Ne by (»=0,1,2,++,п— 
1),с„=4" 因此 有 
(1— g++) (1 —q” +2» +). pi 1 Даа. ШР 

(QL 2) 


e,= 


^ 102 ° 


(v=0, 1, =, n—1). 
124. ( 雅 可 比 恒 等 式 ) 设 |q| 二 1。 则 下 列 等 式 对 #50 дін 
式 ; 
Ha. gz) A +g Gg) = 514" z" 


n=- 


(Hj kk, К. Jacobi, 1804—1851.) 
[提示 ] 可 以 由 命题 123 РС ШЕН. RAZEN 
方程 可 以 置 


Hare wr = 
s=1 
[n/2) кв 


= d (n) + >: d,(n)(z"-+ z”) 十 ED 1, (п) (2° +27") 


у=[п/21+1 
= do(n) 8, + Si 
此 处 d (n) = coa) (1— 4°) (1—9): (1—9) 
нр нр), 
ё, (п) = Ua) 
Суф (v=1,2,%). 


H рлу |q| <1, І», 14,(п)47°°—1| =0(1) (поо), 


故 


{л/21 (n/2) 
8,— 210" (21-271) |< 5114,69) —4° 1011" ll) 
у= 1 


=о(1)$1[41*(1817++1г]—")=о(1). 
又 当地 <><n 时 ， 


14,(а) |< KA Odal SK: lal” (К=%®), 


° 193° 


gs 


АЕ: ` aege |z] 人 ->0 (n->co). 


Veh 


ЛШ поо 时 便 得 


Пааа) а geag) 


оо 


=d (co) + 1402-7"), d (oo) =1. 
125. і ШЕР Eš A 
П а-ә = 510-1)" <). 


[提示 ] 此 为 命题 124 GELIES ДОЛУ НИЯ. АЗЕ 


Z š z 
“Жей ТЕ ЭФ 2= —q 11, 
126， 试 证 高 斯 得 等 式 


1—4°% 1—q! 1—g5 — дисез 
үре сн = уу (191<1). 


[提示 ] 二 命题 124 中 将 g ЕОР Н 
Па- 4°") (+g у= $п‹п+1) чам =254 фиш) 
n=0 


-> 


又 由 $1 的 命题 16 的 证 明 可 知 
otyr 人 


以 此 代入 上 式 便 得 所 要 证 明 的 结果 ， 
127. 试 证 当 |9| 二 1 时 有 


1—g.1—9. за ОРЕВ өш 90991 901%... š; 
TT po lo Бан, бары 28 (Jacobi) 
[提示 ] 于 命题 124 取 z= 一 1 并 利用 命题 16 中 的 等 式 即 得 . 


° 104 ° 


128. 试 证 当 |z|<<1 时 有 下 列 恒等式 : 


ED De 
n=0 
== EHET 


П 1+: a < фена утоке у 


п= 0 


со 
ni+ In 
= 
3 со 


[提示 ] ЖА 12460 [Й:ф=х*,г=-Ет'!, 
129， 试 证 


1 Oz) (1— 25") (1— 7"+5) 


n=0 
= SiC pa Pesta А 
[提示 ] 于 命题 128 MgA r= D. 1-3. 
120. 试 证 
JE aart) (1 7"+3)(1— zs"+s) 
= ўе нан 
[提示 ] 于 命题 128 8 k =Z, = 


Бу, 
131.， 试 证 柯 西 (A.L.Cauchy, 1789—1857) {в Ж Ж, 


1 


| 


- У = 2т 2т-2 2m-2n+2 
(1--z2"-12)=1 < (1—z”(1—z )…(1 一 z ) 
H š ) “之 (1—z2)(1—z4)+...(1—z2") 


132， 试 证 f(z) = 1 十 可 二 十 于 对 十 二 十 … 适 合 下 列 函 数 
方程 : 


° 105 ° 


тты) +29709). 


Е 


= у 1 1+ 
[提示 ] 显然 O= ы( 7). 
133， 试 证 恒等式 


со 1. 
Пату 


1+ 511)” Ea 5n- n) зоне 


п = 1 


С (1=2)(1—а9 (1-2) 7 
[提示 ] О Б (1—2) (1— 2°) (1—28) BEER 
的 左 端 . 则 可 见 到 本 命题 实 即 命题 130 的 另 一 形式 . 
134. ЕНА 


— L kusatam ) 


n=l 
= 


(1—z)(1—z2)(1—z)--- 
135. ЕР= Е(а, х) 1—06 a А. X 
字母 7 表示 一 种 代 换 手续 (可 作为 运算 来 看 ), 其 定义 为 
пЕ(&, 2)=F(a7, z). 
WEF EAKR ЕР= Р ате 及 条 件 F(0,z)=1 时 ,有 


2 
а?а? 


= а ... 
„у= tie eT р 


ттт 1) 


ах 
ерт регу (1—2) š: 


[证 ] 令 丰 =1 十 ca 十 cao 十 …。 则 由 函数 方程 得 
II 十 cia 十 caa2 十 … 一 1 十 ci(az) 十 ca(az)2 十 ……。 
+a{1 +c, (ar?) + c. (az2)2 tH}. 
° ]06 ° 


比较 a Z ЖЮ, 得 


1 _ g? 24 
2 一 1 一 7 02 = 1726 Cs =] zc М 
从 而 依次 递 推出 
ДЫ 
Cr 


= (1—2) (1—22): (1—2) (к=, 


136. Ат 0,192. ХА 


е? 1 
5т057+1)-тт 


а= „(а, 2) = > |(—1)'а''х (1—amz2mryC,, 


т=0 
此 处 G = 0, O, = 1, Mi 4 r>0 时 


= " (1—9) (1—9): (1— ах!) 
С. = 0, (а, z) (1—1) (1—2?) :-. (1—2) 


则 
oo 1 & 5 

Ga_n= 570—1) a (3-m)r {1 一 as-mz(-m2ryC，， 
0 


二 rt5r+D+(m 一 ID7 


1TCa -nm 一 全 (一 1)7ra2r7 {1—02 "rm (2rt1))7nO,, 


т= 0 
2 1 
G = = (1—a)a"- 5I (—1)a g? РҮ 
m m- 
r=0 


e {1—3 ngm еу, 
nC, =(1—a)a™'NGz-m (m=1,2), 
其 中 算 子 пт 135 所 定义 的 . 
[提示 ] 由 初等 计算 即 可 得 出 . 
137. 15 G, 为 由 命题 136 所 定义 者 , 又 设 


Gn(&, z) 
(1—q)(1—az)(1—az2):++: 


试 证 如 上 所 定义 的 Р, (а, x) 即 适合 命题 135 中 的 函数 方程 : 
F,=nF,+amnF,. 


P, =F nla, 2) 一 (m=0, 1,2). 
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[证 ] 由 命题 136 的 最 后 一 等 式 我 们 有 
Gm— Gn-! 


23 (1—а)а"-!С,-„ 
(1-а) (1-а) (1— аа): 


=а"Ез „а. 
由 于 Go= 0, Fo=0, 故 于 上 式 中 取 m=1 Ж т=2 即 得 
Р,=1Е,, Е, —Е,=аР,. 
了 从而 Fe=nF an F. 
138. (7 Á& g.-J е А) e<. H 


F ,— F ,- = 


д"? 


Н p3 eT T 


1. 
ЕЕ И e 


ym 


D 1+ D0 т)(1—т°ў--(1—ш") 


- Поет. 


т= 0 
(CEAR, L. J. Roger; lë miih, S. Ramanujan. ) 
[证 ] 由 命题 133 及 134, 可 见 只 须 证 


ne g* . —_1—z2—2z re 
ая каиа аа-аа)" 

zŠ ые 1—х—х*-Ь:'+х!%—.-+ 
Tz) (= © (1—х2)(1—*#)(1—°).- 
由 命题 137 可 知 F, (а, z) АУРЕ Р = ПЕ, Han E, H.F,(0, 
z)=G,(0,z)=1, Шй 135 得 


ШЕ: а?т те ag 
а ара у 


(4) 1+1 


• 108 ° 


CG (a.s) ___ 
(1—&)(1—cr)(1— agr?) ` 
如 在 上 式 中 令 а= z, 则 因 
G(x, £) = (1—22) — (1—28) -十 21 一 2 一 … 
= 1—z2—z3-F 2921... 


故 立 有 即 得 出 (3)， 册 此 可 知 等 式 (1) 成 立 ， 又 因 


=F, (Q, їх) = 


Gx O74 “as м» 
кү Кт йай а" 


А С. (G. z) 
(1—9) (1—ах) (1—92)... ° 


故 于 上 式 中 令 a=z 即 得 (4), 从 而 (2) 亦 张 证 , 
159. 这 f(a)=f(a,z)= F (&, т) = пР,(а, х) = Е, (ат, т), 其 


=F, = Е 


ФР, Р, 系 由 命题 137 所 规定 。 则 当 |z| 过 1 时 有 下 列 连 分 式 展 
开 式 成 立 ; 
FO) qp 2e аа? од? И 
For) IRIE Те (Ramanujan) 


[提示 ] Ей 137 可 知 
Е,(а. х) =F (xr, х) -аЕ,(ах?, z), 
Palax, x)= Е,(аа?, х) tark (ax, z), 等 等 . 


又 
..4 
(а) = P (a.z)- Falar, т) 1-6-9, 
Га) = Ё\(а. а) Falan, ту 2А а 


显然 Ja) 适合 关系 
faz") = баз") аа fer"), 


~ fær") „ x) 
n Filart) O fe 


s+ 
agar 


u, = l-4- 


Untl 
° 109 ° 


因此 w=f(a)/f(az) 可 逐步 展开 成 
J(a) _ 1 ах аг? az? 
f (az) 1+ 1+ 1 十 …” 
且 由 连 分 式 收敛 理论 不 难 判 定 上 式 当 |z| 过 1 ЖА. 
140. 试 证 下 列 的 腊 曼 奴 扬 恒等式 : | 


qp 2 2 a „йз ас лак m = 
1+ 1+1++ 1—20 218—666 


__(а—®)(1—")(1—:!®%).+(1—:%)(1—4®#)(1—!%).—._ 
(1—2) (12%) (1—21): (1—21) (1—29) (lr) 


С[а[<1). 


[提示 ] ”应 用 命题 139 及 138 即 可 得 出 , 

141， 试 证 命题 14 中 的 关于 正 整 数 % 的 分 拆 数 72(n) 满 足下 
列 递 推 关 系 式 : 

p(n)—p(n—1)—p(n—2)+p(n—5)+ = 

ТРЕ Т" Туваа L klk 
+(—D:p(a—t(k—1))+(1p(n—k(Gk+D) 
十 .… 二 0。 

[证 ] ”由 命题 125 的 欧 拉 恒 等 式 , 我 们 有 

(=r) (1 一 z (1— 72). 
“qa Рн + ды ЗЭ 


故 按 命题 14, 得 

: + срчане Dre) 
由 是 者 将 上 式 左 端 展开 式 中 z" 项 的 系数 写 下 来 , 就 得 到 本 命题 的 
结果 。 


[注意 ] 命题 141 的 递 推 公式 可 用 以 计算 2(z) 的 值 。 不 难看 
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出 , 对 于 固定 的 来 说 , ЕА АЛКА (Fa) „жй 


曾 用 这 个 递 推 公式 计算 至 %=200。 例 如 ,他 曾 算出 

2(200) = 3972999029388. 
但 是 这 样 的 方法 对 于 较 大 的 % 来 说 ， 在 计算 上 是 十 分 麻烦 的 =+ 
求 很 大 数值 的 p(n) 的 有 效 方 法 已 由 哈代 (G.H.Hardy，1877 一 
1947) 与 印度 数学 家 腊 曼 奴 扬 (S. Ramanujan，1887 一 1920) 所 发 
H, 那 正 是 他 们 合作 研究 中 的 最 主要 成 果 之 一 。 


关于 第 二 章 的 注释 
注 1. 在 $1 中 , 我 们 见 到 : 许多 线性 不 定 方程 整数 解 组 的 计 
算 问 题 ， 一 般 地 都 可 以 转变 成 寡 级 数 乘法 的 计算 问题 ， 这 种 问题 
形式 的 转变 之 所 以 成 为 可 能 , 其 基本 原因 就 在 于 : 4 JULA ЖЕК 3 E 
乘 起 来 时 ， 各 项 乘 需 之 间 的 结合 方式 恰好 能 与 各 个 整数 解 组 的 构 
成 方式 成 立 一 一 对 应 的 关系 . 换 名 话说, 这 种 对 应 关系 的 存在 , E - 
是 决定 着 寡 级 数 工具 能 够 应 用 到 线性 不 定 方程 解 的 个 数 问题 的 关 
键 ， 因 此 , 通常 当 我 们 应 用 这 种 工具 时 , 最 首要 的 一 步 ， 就 是 必须 
按照 整数 解 组 的 “构成 方式 ?及 其 限制 条 件 ， 适 当地 配置 若干 个 寡 
级 数 的 乘积 , 然后 再 设法 寻求 乘积 级 数 中 的 系数 (因为 系数 就 代表 
着 “构成 方式 ”的 个 数 )， 显 然 81 中 的 命题 1 一 16 以 及 22, 23 等 ， 
都 无 非 是 这 样 一 个 方法 原则 的 具体 运用 而 已 。 
注 2， 命 题 17 一 19 的 证 明 方法 是 特别 值得 注意 的 。 其 方法 
的 基本 技巧 就 在 于 巧妙 地 引进 一 个 参 变 量 c， 然 后 导出 参 变 量 的 
函数 F(a) 所 应 适合 的 函数 方程 , 并 将 方程 的 每 一 边 都 展开 成 a 的 
PRA. 因而 在 最 后 ， 令 & 取 特 殊 数值 时 也 就 得 出 了 所 要 证 明 的 
欧 拉 恒等式 .显然 ， 我 们 应 该 把 这 些 恒 等 式 理解 为 上 述 方法 运用 
下 的 自然 结果 , 而 方法 本 身 也 就 隐 含 了 证 明 步 最 ， 
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3. 例题 13 只 是 用 来 类 明 这 样 一 个 事实 ; VA ASS CU: ЖИЕ. 
成 函数 的 这 一 工具 ， 亦 能 用 来 解决 某 些 初等 概率 的 计算 问题 一 一 
组 他 概率 论 中 的 问题 ， 

+4. 例题 24 体现 了 这 样 一 个 组 合 分 析 的 计算 原则 : 涉及 自 
然 放 到 的 较为 复杂 的 组 合 数 之 计算 ， 可 以 先 设法 建立 其 递 推 关系 : 
式 ， 一 般 说 来 ， 递 推 关 系 式 也 就 是 “差分 方程 >， 对 于 所 建立 的 差 
分 方程 ,如 能 求 得 一 般 解 , 这 也 就 是 所 要 求 的 组 合 数 ， 即 使 在 不 能 
求 径 其 分 方程 一 般 解 的 情形 , 它 也 可 以 用 来 逐个 地 计算 组 合 数 . 

注 5. 大 家 知道 ， 线 giari ейде б: 铎 可 借助 于 
等 级 数 作 生 成 国 数 来 求 得 .例题 24( 还 有 25) 则 表明 某 些 非 线性 
dajs 当然 ， 这 种 解 

一 般 与 二 项 式 系 数 有 关 . 
注 6. $2 主要 是 曾 述 这 样 一 种 技巧 : 通过 二 项 式 级 数 的 各 种 
运算 来 得 到 关于 二 项 系数 间 的 关系 式 . 由 于 这 些 关系 式 在 解析 计 
算 中 是 基本 的 工具 , 因而 这 种 技巧 的 意义 是 重要 的 ， 在 这 里 ,下列 
两 个 二 项 式 级 数 
Бле 7. „i <a (n +k I 

ача >}, (1—2)7" = 5 > ), 

最 常用 到 ， 请 注意 , 前 一 个 展开 式 系数 的 “流标 在 下 ”, 后 一 个 展开 
式 的 “流标 在 上 ”， 这 一 简单 的 事实 对 于 面临 问题 时 挑选 适当 的 二 
项 式 是 有 指导 作用 的 .而 例题 41 的 另 一 证 法 表明 ， 当 一 个 “流标 
ДЕР, МЕБ 的 两 个 二 项 系数 相 乘 时 , 往往 可 把 “流标 集 . 
中 ?到 一 个 二 项 系数 中 去 ， 

注 7， 命 题 48 是 一 对 在 组 合算 法 中 十 分 有 用 的 互 逆 公式 ， 
对 公式 的 好 处 就 在 于 它们 的 简单 性 和 对 称 性 . тїшї л, 
例题 49—55 的 证 明 中 看 出 来 ， 得 同时 必须 指出 , 这 对 公式 在 应 用 
КГ БАРЕ, PRERITA Св) Бу н BRAR, П 
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f 是 9 的“ 组合 变换 ” 
f= )(—1)*4® (n=0,1,2,.) 
d l = 0 k 


ЇЇ, 才能 从 而 得 出 9 亦 是 了 的 “组 合 变换 ?的 结论 来 .一般 地 , 如 果 
g(%) 的 位 置 是 一 个 二 元 函数 g(%, 7) 时 , 那 末 互 逆 公式 便 未 必 成 立 ， 
这 一 点 在 应 用 命题 48 时 是 需要 留意 的 . 

注 8. 在 范 德 蒙 (A.T.Vandermonde，1735 一 1796) {н 等 式 
( 题 35) 和 李 善 兰 恒等式 ( 题 57，58) 的 证 明 中 我 们 用 到 了 所 谓 “ 多 
项 式 恒 等 原 理 ”.。 这 个 原理 嚼 是 简单 而 明白 ,但 用 处 却 不 小 ， 因 而 
是 值得 一 提 的 . 

注 9. 在 $3 中 , 我 们 所 讨论 的 算 子 A 是 一 个 以 1 为 步 长 的 差 
分 算 子 .但 是 这 并 不 损害 §3 中 若干 公式 的 一 般 性 .因为 在 事实 
Е, деро 为 步 长 的 差分 算 子 A, 的 作用 总 是 可 以 通过 A 来 表现 
的 : 


А.Р) = f(z i e)—f(a) =/(«(2-+1))—(«(2)) 
=0(2+1)-0(2) ло, 


此 处 z'=z/e, д(2'7) = }(єх'), 

Ж 10. 牛顿 -格雷 戈 里 的 播 值 公式 (命题 64) 虽然 是 数值 计算 
的 基本 工具 ， 但 在 解析 计算 中 也 很 有 用 . 我 们 介绍 它 的 主要 兴 
在 于 后 者 。 随 着 数值 分 析 中 样 条 函数 的 运用 ， 它 作为 数值 插值 问 
题 的 解答 的 功能 似 在 减弱 ， 但 在 解析 计算 中 的 作用 却 仍 极 大 ， 在 
第 四 章 我 们 还 要 回 过 头 来 重新 讨论 这 个 问题 . 

注 11， 伯 努 娃 数 、 伯 努 利 多 项 式 以 及 伯 努 利 国 数 是 极其 重要 
的 解析 工具 .84 的 许多 命题 都 表明 了 这 一 基本 点 . 例如， 命题 
84, 85 和 96 表明 具有 引入 但 努 利 数 才 使 一 些 解 析 表 达成 为 可 能 . 
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而 命题 103 的 伯 恩 斯 坦 不 等 式 说 明 苦 干 函数 论 中 的 极 值 问题 与 个 
努 利 函数 有 关 . 伯 思 斯 坦 (C. Н. Бернштейн, 1880—1968) 9354 
不 等 式 是 鲍 耳 (Bohr) 的 如 下 不 等 式 的 拓 广 :车 |” f(z) асо, 


0л) =}00) EIF (xz)|<1(0<7r<27), 则 |f(z) <= (0<z< 


2z)， 显 然 ， 伯 轴 斯 坦 的 拓 广 亦 只 有 在 引入 伯 努 利 国 数 时 才 有 可 
能 . 伯 因 斯 坦 的 结果 已 于 1964 年 被 莫 托 尔 纳 伊 (B. П. Моторный) 
拓 广 到 同一 类 函数 的 光滑 模 的 极 值 上 来 . 这 一 拓 广 同样 是 以 伯 努 
利 函 数 为 基本 工具 的 . 

212. 欧 拉 一 马克 劳 林 公式 是 十 分 有 力 的 解析 工具 .许多 
较为 困难 的 问题 通过 这 个 公式 变 得 非常 容易 , 而 且 结 论 更 为 一 般 . 
例如 ， 上 面 提 到 的 伯 因 斯坦 的 结果 被 轻易 地 纳入 命题 102. 又 好 
崔 锦 泰 的 定理 (命题 113)、 华 罗 庚 和 王 元 的 定理 (命题 107) 以 及 埃 
krata (F. V. Atkinson, 1916 一 ) 的 定理 (命题 105 不 等 式 的 左 部 》 
都 轻易 地 纳入 命题 104， 便 是 得 力 于 欧 拉 -马克 劳 林 公式 的 缘故 - 

命题 104 H т2>1 的 情形 是 本 书 两 个 编者 合作 的 研究 成 果 . 它 的 

条 件 较 宽 , 而 其 表达 形式 便于 应 用 , 并 且 还 能 包含 经 典 的 估 值 方法 : 
СИИ 命题 104 当 r=1 时 的 证 明 较 繁 ， 此 地 没有 给 

请 参见 < 计算 数学 >1978 年 第 3 期 王 兴 华 的 文章 《 关 于 求 积 公式 的 

若干 注 记 >. 命题 102 亦 是 王 兴 华 的 工作 , 见 4 杭 州 大 学 学 报 .自然 : 
科学 版 >, 1962 年 第 1 期 . | 

13. 数值 分 析 的 当代 发 展 表 明 欧 拉 - 马 克 劳 林 公 式 的 应 计 
是 多 方面 的 . 我们 其 至 还 可 以 说 它 是 样 条 分 析 的 秘 端 , ПП 1Н ЭЖЕЙ: 
数 则 是 基 种 样 条 函数 . 〈 关 于 样 条 函数 , 请 参见 书 末 文 献 目 录 所 列 
许 玛 克 (L.L. Schumaker) 的 书 :< 样 条 函数 : 基本 理论 >. 

注 14， 由 $5 中 的 命题 115 看 来 , 当 微 分 算 子 zD 所 作成 的 算 
子 多 项 式 f(zD) 作 用 于 窜 级 数 的 各 项 时 ， 其 形式 特别 简单 ， 正 因 
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为 这 样 , 我 们 也 就 能 够 顺利 地 导出 阿 贝 耳 的 几 个 命题 一 一 118, 119 
及 120 等 题 . 这 些 命题 主要 是 针对 某 种 类 型 的 常 微分 方程 , 直接 给 
出 了 其 级 数 形式 的 解答 . 因而 它们 是 具有 一 定 的 应 用 价值 的 . 

Ж 15. 85 中 的 许多 著名 命题 (例如 雅 可 比 、 高 斯 \ 欧 拉 , 拉 曼 
奴 扬 等 恒等式 ) 都 表现 着 无 穷 乘积 与 无 穷 级 数 的 联结 关系 ， 这些 
关系 的 获得 , 主要 是 利用 了 函数 方程 的 展开 的 办 法 . 如同 命 题 17 
的 证 法 一 样 (参见 注 2)， 函 数 方程 首先 是 从 带 有 一 个 参 变 量 q (或 
2 的 连 乘积 的 构造 得 来 的 ( 见 例题 121 一 123), 它 可 以 看 作 是 一 种 
关于 乘积 形式 的 变量 的 外 部 联系 ， 也 就 是 从 变量 的 整个 结构 形式 
斯 得 出 的 一 种 表面 的 关系 ， 方 法 的 第 二 个 重要 步 又 ， 就 是 必须 将 
函数 方程 加 以 展开 , 由 是 进行 系数 比较 的 结果 , 使 得 我 们 能 够 获得 
变量 构造 形式 之 间 的 内 部 的 联系 ， 也 就 是 得 到 无 穷 乘 积 与 无 穷 级 
数 之 间 的 联系 . 

注 16. 在 85 中 , 劳 杰 尔 - 腊 曼 奴 扬 恒等式 (命题 138) 的 证 明 ， 
虽然 也 是 利用 了 函数 方程 的 办 法 ， 但 在 方法 技巧 上 却 是 大 大 提高 
了 一 步 . 方法 中 最 主要 的 一 点 ， 是 引进 了 对 于 参 变量 的 局 部 性 代 
HF n ( 见 命题 135 一 137)， 这 种 局 部 代 换 手续 ， 实 质 上 就 是 为 
了 使 我 们 有 可 能 对 于 一 个 带 有 参 变 量 的 图 数 及 其 展开 式 具 有 更 多 
的 变化 形式 ， 因 而 也 就 使 得 我 们 能 更 多 地 发 现 变量 结构 间 的 内 部 
联系 ， 关 于 这 一 点 ， 只 要 仔细 地 研究 一 下 命题 135 一 138 的 证 法 ， 
就 会 深刻 地 体会 到 的 .此 外 ,值得 提 到 的 是 : 命题 138 还 有 别 的 证 
法 , 其 中 最 初等 的 证 明 , 曾 由 许 尔 (I. Schur，1875 一 1941) 所 发 现 ， 
他 的 证 明 完 全 根据 关于 分 拆 数 的 组 合 推理 ， 但 其 推理 步骤 也 还 是 
.极其 复杂 的 ， 
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第 三 章 不 等 д 


不 等 式 涉及 数量 之 间 大 小 的 比较 ， 而 通过 比较 常 能 显示 出 变 
量变 化 之 问 相互 制约 的 关系 ， 因 此 , 从 某 种 意义 上 说 , 不 等 式 的 控 
讨 , 在 数学 分 析 中 甚至 比 等 式 的 推演 更 为 重要 ， 这 是 很 明显 的 , 当 
我 们 在 数学 分 析 中 研究 和 估计 变量 变化 的 状态 或 趋势 时 ， 时 常 要 
用 简单 熟知 的 变量 与 之 比较 ， 这 样 ， 它 们 之 间 可 以 用 等 号 来 联系 
的 可 能 性 往往 是 很 小 的 ， 而 不 等 关系 的 存在 却 反而 是 常见 的 ， 举 
例 来 说 , tg 如 + 是 超越 函数 ， 而 当 是 常数 时 好 -5 是 有 理 函 数 ， 
二 者 之 间 根 本 谈 不 上 有 用 等 号 联结 的 可 能 ， 但 是 我 们 却 能 建立 如 
下 的 优美 不 等 式 ( 见 例题 144): 


4 z л л z 
六 


从 此 不 等 式 我 们 可 以 得 到 启发 ， 以 结构 较为 简单 的 函数 代替 一 个 
超越 函数 而 能 保存 该 超越 函数 的 许多 特征 , 并 且 损失 不 多 ， 再 如 ， 
在 下 面 第 二 节 要 介绍 的 “ 知 平 均值 "MK,(a) = (F) 中 ,只 有 
M1(a) 有 如 下 的 加 法 等 式 关系 : 

Mi(a+b)= M (a)+ M (b). 


但 是 利用 不 等 式 , 我 们 就 能 把 这 个 加 法 关系 部 分 地 承袭 下 来 ( 见 命 : 
题 58): 


(0<z<1). 


M,(a+b)>M,(a) T M,Gb) (т<1), 
M,(a-+-b)< M,(a) +M.) (r>1). 
这 就 说 明了 不 等 式 的 使 用 为 什么 反而 成 为 数学 分 析 中 的 常事 . 
当 不 等 式 中 的 变量 个 数 为 有 限 并 且 联 结 各 个 变量 的 是 一 些 补 
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限 ， 则 称 为 无 穷 不 等 式 。 倘若 不 等 式 所 指示 的 是 某 些 变量 的 积分 
值 之 间 的 关系 , 则 称 做 积分 不 等 式 ， 

本 章 共 五 节 , 在 第 一 震中, 我 们 列举 了 若干 简单 的 有 穷 不 等 式 
作为 例题 和 和 习题， 在 这 一 节 中 , 利用 伍 等 变形 和 简单 观察 ,数学 归 
纳 法 以 及 二 次 型 能 推 理 方 法 是 值得 注意 的 .在 第 二 节 我 们 介绍 各 
种 平均 佳 的 概念 与 它们 之 间 的 不 等 式 ， 其 中 特别 值得 注意 的 是 刻 
Елу А РЕА Л ЕЗД Д ВБ КЕЕ (О. Hölder, 1859— 

1337) 7 5855, 因为 这 些 不 等 式 在 近代 数学 分 析 中 应 用 广泛 而 且 方 
E. 在 第 三 节 我 们 着 重 叙述 与 某 些 有 穷 不 等 式 相对 应 的 积分 不 等 
式 及 无 穷 不 等 式 ， 并且 为 了 论述 有 关 不 等 式 的 更 一 般 的 方法 起 
见 ,我们 通过 几 个 典型 的 命题 简单 地 介绍 了 琴 生 (J].L. W. V. Jen- 
Sen，1859 一 1925) 关 于 凸 性 函数 的 理论 .在 第 四 节 我 们 叙述 了 各 
种 特殊 类 型 的 不 等 式 作为 补充 命题 及 杂 题 . 在 本 章 的 最 后 一 节 
中 , 我 们 列举 了 一 些 有 关 常 用 函数 的 不 等 式 , 这 些 不 等 式 不 仅 本 身 
预 为 有 用 ,它们 的 证 法 亦 可 资 进一步 熟练 不 等 式 技巧 之 用 , 


51. 若干 简单 的 有 穷 不 等 式 


1. ik m,n ЧИЕ АЈ и m< n. AHE 


2/п-+1—2/^т 


<2/в —2л/т—1. 


1 
МЕ 


[提示 ] ЖИ, 24/Ё--1—2/ k < = <2./k —2./k—1. 


试 求 4 1 1 аав] 
2. Ж зр + 了 T000000 一 的 整数 部 分 
а). 


[ 答 ] 利用 命题 1 可 得 1998<z<1999, 所 以 [xz] = 1998, 
* 117 ° 


3. 试 求 [50z] 的 值 , 式 中 
1 | 1 | 1 Жс 1 
2 10000 710,001 10,002 ` 5771,000,000° 
[ 答 ] 利用 命题 1 可 得 1800<2<<1800.02, 所 以 [50] = 
90000. 


к 
а. AMER- Ужас, 命题 96), 证 明 


Жу Р i 
nt 
з. RJ a= 1+7 tyt" Hronn не = 
数 《2x》. 

[Ж] 与 命题 1 和 2 类 似 地 可 得 14998.5 二 x 二 14999.5, 所 以 . 

<х) = 14999. ў 
6， 利 用 等 式 1 十 二 十 于 十 .十 工 一 lan 上 ?十 oGD) Geh y 

We 第 四 章 题 25), 证 明 


1 1 1 2.97 
О, К.Я g 
la < Haaa" р Bn Ll 60 


(Гоёіс-Рјокогіё) 
[HE] 记 上 式 居 中 的 和 为 Sa, 可 以 算得 


3 6 
Sn Ce 3 6 $ 
Ё T[Ga+ i I[ a+) 
i=l i=2 


式 中 Ps(n) 是 %w 的 5 次 多 项 式 , 并 且 系数 全 是 正 的 .因此 S, 单调 
lims, <S KS. 


т Эс 


而 由 已 知 等 式 及 记 法 , 分别 可 以 算出 
- 118 ° 


limS, = ln5— 1n3, Be 
т. сЕ. M 


< 2 1 А 
7 кре ке F (Mathieu) 
+ n=1 _ 
[证 ] 显然 
1 Е 1 
1\2 1 ， 2 1 
(#—-у) +e? T (n r=) Le? ч 
2n 2n 
= п? +с2— т) (п? -- с?т) =? с?) 
ИНЕС ЧИНА ИНЕ 
Тү, 1 /1 1 
25 +e ++ (= 1 =) +e? +7 
= n < M 
(n? +o)? 0-7. (n Fo? 
由 是 我 们 更 确切 地 得 到 
1 1 “т 2n 1 1 
ot т?т карс C2 
令 щен (Berg)™? 
设 m, n 都 是 正 整 数 , 则 
l 1 д (Grüss) 


mtati ба) tl) “458 


[证 ] 记 上 式 左 端 为 f(m,n)， 则 fA, f(1,2)=f(2,1) 
1 < 一生， 对 于 7 一 加 二 2 二 2 之 6, 因为 


12 745 а ЕБ a 


4 ' : 
Гертруд 所 以 f m, 0-0 Ет 26 Ч 是 


递减 的 , 故 f (m, п)<--—эв=/(2, 2)= 


ж) 本 命题 是 由 曼 丢 (E. Mathieu, 1835—1890) 38 іН (L. Berg) 证 明 的 . 
° 119 ° 


я 


9. lman ЛЕЗ RIAMH nh Л П ig 
ЖАЗ 
ГИ] ЖИЕ та, ШУ т n< п. МТ min Ym, 
Ап) KY n., ВИ НЕШУ 8/3. IKV 5/3. 设 对 
Ape, КЕ 37 3, Ш 093+, 则 
| (61) = В 3125-3-10 
Е 6-02 3033.331, 
PANEIS? 3, НАНЕЛЕ. 
10. PEIE LA R Р„(х) НЕЛЕ Ж Йй: 
Falz)  zF,- (z) + F.- (z), P (z)=1,F,(z)==*z. 
试 对 n= 3,4,…, 证 明 
Fala)? < (2% +1)? (r? +2)”. (Swamy) 
11. 1#а„>0 H а?<а, –а,,.(п=1,2,3, =), Ж a, <. 
[证 ] HA <ar <a,(1—a,). І а<1, Ж 
Р е 由 是 车 ans: 


— И a, <a,(1—a,)<a, 


<? ЗТЯ т стаз ‚ JATI a, <a, £ = 
+1 п+1 n 
12. 让 ai, da, +, a, SkF- 且 同 号 ， 则 
(1a) (1-8) (1+-a,)>1+4a,- a,--.. +a, 
(Bernoulli) 
13. Ж Zi, Ea, e, En УРУР Er, H. zz ez =l, Hl 
Wy Wa 2,222. 
并 且 , 式 中 的 等 号 当 且 仅 当 2 一 zz 二 … 一 Zn 二 1 时 成 立 ， 
[证 ] n=l 时 命题 天 然 成 立 . 今 假定 命题 于 72=4 时 已 成 立 ， 
从 而 签证 其 于 2=8&T+T1L 时 亦 成 立 ， 设 ziza…zt+rl 三 1， 且 不 妨 认 
为 诸 zi 不 全 相同 ,于 是 必 有 大 于 1 者 , 又 有 小 于 1 者 , 不妨 设 z > 
1, tral. JB туль =o M ez = 1 和 各 归纳 法 假设 可 得 
* 120 ° 


Т: 


Yita tetek, EE 

Fi Htt HEr = (Ziz 6 Бъ) Hr HEr Tr 

>61 +214 р tte — 1 
= 

归纳 证 明 告 成 . 

14， 设 z za t, z, BREIE ŽL, Yi Ya t, Yn 是 其 置换 ， 则 

үт т^» 
特别 地 ， 
ааа е ЕА д, 

[提示 ] 利用 命题 13. 

15. (平均 值 定 理 ) 若 干 个 正 数 的 几何 平均 值 必 不 大 于 它们 的 
算术 平均 值 . 

[证 ] а, 22, e, z, 为 了 个 正 数 ,以 9 及 4 分 别 表 其 几何 平 
均值 及 算术 平均 值 : 


n k 
Az Z Tn =, 


Ti 二 Yo 二 oo 十 Yn 
n 


的 的 -的 -> 


故 由 命题 13 便 得 到 


=G. 


于 是 显然 有 


即 


16. 试 证 不 等 式 


WE 


5)" (n>2). 


17. F Qi, а), °, G, 都 是 正 数 ， 又 а<0< 38. 则 


1 £ 
a Баз 十。 十 aaNz 1 Уа? фа? +a! \? 
— -+ы ——— +) SG r< (e, ta ў. 


+ 
n 


` . 121 • 


[提示 ] 利用 命题 15. 
18. 设 Qi, а2, ***, An 都 是 正 数 ， 则 


L < f 1 
(aitat ee Ta) + + esa t jr. 


[证 ] 于 命题 17 8 а= 8-- 工 即 可 得 出 
19. $ 0<b<a, 则 
1 (a—b)?° -a+b 1 (а—Ь)? 
Па си черү» 
20， 设 a, b,c 都 是 正 数 ， 试 证 


а+ь+с 


asbte°s> (abc) ° , 


并 推广 之 。 
[证 ] 不 妨 设 a2>b>c, WI 


a-b ›-с 
asbto° aN è /bN š /aN Š 
(абс) ++ -(9) (2) (5) аы 
一 般 地 , 设 ai >a D> >a, >, 则 
ә Па: Т а, Tak 
(Па,)**°® Па) 
ЯТ п MEZ а,(4=1,2.-.,п), 有 
Па> (Па) т“ 
21。 试 证 ， 关 于 绝对 值 的 不 等 式 |la 十 5| 志 |a| 十 15| 可 以 做 如 
下 的 拓 广 : 
lal+ 101+ |c|—|b+c|—|[c+a|—J|a+b|+ |a+b+ce|>0, 


(Hlawka) 
但 不 能 对 п2>4 拓 广 成 
511% —Б]1%+а] + D la: tasta, — 
1 i<j i<j<k 
+(—1)™ |a, +а + Ба, |220. (Luxemburg) 


+ 122» 


[证 ] 我 们 有 
(ll 
(jal +b] + le] ijato + cel) 
=(|bj+leļ—[b+e])(laļ— ib: сіт 1 
+(le|+-lal—|c+a])(lb|—!c+a|-+ja+b+ce!) 
+ Са [601— [а --501) с la 1 b| |a -b-+c|)>0. 
所 以 第 一 个 不 等 式 成 立 ， 当 n2>4 时 第 二 个 不 等 式 对 


ау=а;==а„һ-ү=1, а,:- —2 


а b+e|) 


不 成 立 ， 
22， 试 证 , 当 z> 0 时 


22 xŠ 
1 tto ga 十 一 一 一 一 


2k j 
[提示 ] КЕ pepe x= {> 
0 \ 
ке 
(2Ё)| pd 1)1 (k i y). 
23. 15 z>0,z><1, X DZ п EER, 则 


1 z-— 1 
N 上 过 > 
п „*- 二 -二 下 


re 


[证 ] 事实 上 ， 
(g"*1+1)(z"—1) (2—1) = (®t! +1) (0914-2924 66. 4-1) 


= 4 Ул ЭА 


k= ` 
24、 设 实数 a 满足 0<а<1, 则 对 大 于 IS -的 整数 和 任意 
正 整 数 成 立 下 列 不 等 式 ; 


n. spet atta 0 


° 123 ° 


"a aal у, 1 1 4 ~ 
[ir] 记 上 式 左 端 的 和 为 S. i rd 1220. x 
29) fF 


Чы 1 ЕУ 1 1, ү] 
‚ес trol n- r 25) =. k \ 
4 406—1) 400—1) 
k— — r — —PUO— — F.A 
а г заав ъч а уои э 
于 足 由 题 设 得 
ME 
е 75 A а. 


25. Уа, р, 212, = q. n>, ШИ 1,2, ,mr 


i=] $< F 


ponr 1 / ZR Эй ы, am reli +___2п 
% a NE al P 919 
(Laguerre) 


[证 ] 由 题 设 Уј = р? 24. }АПП 


082 (n —z,)2= (n— DS —2q = (n—1)p°—2ng. 


i=1 
е ООРУЛУ ТУКЕ E, Т у, 
即 是 说 , п kg p ЖЧ 之 间 有 р2— 420 的 关系 . 今 把 这 
个 关系 应 用 于 除 z; 外 的 其 余 4 一 ] 个 zj: 
Х12:=р-= D, аьр), 


了 si #еў<к%зї 


(2 一 zi)2 一 aes 


ДУ рг; --тї);>0. 
HI 

nzi—2px, i-2(n—1)q— (n—2)p*<0. 
+ 124 ° 


由 于 左边 这 个 一 次 式 的 判别 式 (n 一 1) 9° 
自 变量 z, 必 介 于 其 两 实 零点 之 间 . 


2а ) 为 非 负 ， 


26. 〈 柯 西 不 等 式 ) 设 a, 和 bi 均 为 任意 实数 (% 二 1,2,… 


z f ë 
Dab, 4м) ү лы | 
=1 k=1 /\ к= 1 pi 
并 且 , 式 中 аса ajbi 0—7 АЫ ОЕ Н. 
CE] 用 配方 法 证 明 最 为 容易 ， 事 实 上 ， 


, n). 


(pa >ы) (San n) =} Z abian >o 


我 们 还 能 避免 两 重 和 的 出 现 ， 因 为 , 对 任何 A0, 有 

- I n к. т Е! т Л 1 ү 

À Z ы >r a >a =i yh) 220. 
了 到 2 使 


邯 得 所 要 证 的 结论 ， 
[ЭШЕ] 亦 可 应 用 二 元 二 次 型 的 正定 原理 求证， 显然 


056 >] (QZ | п-н) 
1 


, 
РЕ \ ЭП 
П а Ut ji (En y? 


为 my ОЕА, KOHAR E: 
(а) ху Ўн) 


27. VE bi, б», +, ba 是 实数 而 а>а,;>>а2>0, ХШ 


]25 ° 


aq +a, +s aD b; ү Sen q b, (k= T; 2, sr RD. 
试 证 


Е 


at аз аы 084-6 + bi. 


[iF] “a,a=0. DA ar— ar 乘 题 设 不 等 式 的 两 端 并 半 E 


从 1 到 % 作 和 ,得 


з 
yL > 'a,b, ç 
1 1 


两 端 平方 , 并 应 用 柯 西 不 等 式 ( 命 题 26), 得 


ја) 


28. ( 切 比 晓 夫 不 等 式 ) 设 а 22422: ln, bib: > bn 


则 
(Ea ega, 


ЁН. 式 中 的 等 号 当 H АХ. a а a = ***— gy; в 或 b = Ь, =... =, B+ 


适用 . 
[证 ] 显然 
"е 一 > Yai > b: = 2120 (a,b,—a,b;) 
1 


n n 


=> > (a;bj—aj;b,) 
1 1 


-于 一 -一 一 
1 


=+> > (а,Ь, | ај; —а,;—а;Ь,) 
1 


үэ]. 000, у) 220. 


29. 若 于 命题 28 中 记 
ье зь) 


° 126 ° 


RJ DKD: SD. (Janig 小 
[证 ] DD 0) hh 


[注意 ] 本 题 给 出 切 比 晓 夫 不 等 式 的 归纳 证 明 . 
30. 设 р„;>0, a, ;>0(Ё=1,2,+-,п), XW r>0, Ж 


(Ene) (È ле ) 
站: 
， 式 让 等 号 当 且 仅 当 ae а= а, 时 适用 . 
з», 2 
[证 ] ha (ноне) 
<> (Р? (Eoia )- ьа) 


21. (&®&ж Жж # А) t, az ee, aa ХЕ. 又 这 0<т<8.. 


mij ; 
a 1/8 n 1/r 
(Ea) 42м) 
1 1 
[证 ] іна 26 JE 3 ЖЛ] 207 <z(0<xz<1) 这 一 明显 事 - 
实 : 
й = l/s l/s 
уз а 
ү тты O 
(2) | | (Ха) | 
1 
at үз/тү1/+ т а" e | 
үүчү 
>a: к^ Уа 


[ЭНЕ] Z fla, Go, "°°, a,)= (> aq; Р, Wi fa, oa да,) = 
Afnan). ЖЕ ASE Am Er Аа a, 的 一 次 齐 次 式 . Dš 


* 127 =+ 


之 , 于 两 端 乘 以 适当 的 4 并 将 a, 换 写 成 新 的 中 有 时， 总 可 使 ат 
=1, Hæ ak<cl,ak= (ak), Za; <>ак=1, АЙП 


a l/s n 1/r 
(2a) < (Be) 
i Т 


以 上 命 Sagl ТТИ К pR Е аА g. МЕЕ ТТ 

能 将 征明 的 推 建 变 得 简单 . 

32， 设 di, aa a, Ж! bi, bo, е, b, л, JE H. 
02—02... — 25-0 эў ат—аў—++—а[>0. 
MJ (01—05 — +. ах) (6? 一 03 一 … 一 b?) 
< (aibi -aby —а@а„Ь„)?, 

式 中 的 等 号 当 且 仅 当 wz 和 Ds )K Ek [bF 1. ”AcezRl) 
[ik] Bea, 和 АЯ, Н. 00 bises 5120. MZA 
(2) = (bi —bi— e — bi)’ — 2 (a,b, -agbo = а, b. Yz 

(аў а — e — az) 
= (Ьух—а,)*— (boza)? — e — (b z — an)? 
的 首 项 系数 为 下 ， нд\р )<о. ж ЖЕ. ҢЕЛ AK 
证 的 不 等 式 . 
33. it а, (0) Ñ! b, (0==1, 2, e, n) KE KRZ, JEB. 


m<b: < (k=1, 2, =, n). 


k 
W Db т М1 > at= (m М) > a,b,, 
1 1 1 


式 中 的 等 号 当 ER b, = та, X b, = Ма, 时 适用 . 
(Diaz-Metcaif) 
[证 ] J KIIRA Ё M1R п ТЕТЕП а: 


«123 + 


° Db, \/ b. 2 
(m+ Мда, b, —bi—mMaz = (= — т ) NN— \а? 220. 
(m+ Ма, b, 62 — тМа? а т} e) сы 


34. 15 O0O<m <a, <M,,0<m,<b, <M,(k =-1,2.-. n). BH. 


L A y Р y 2 
NTa? 1 кы 2 1 А туло | b 
(х > A>’ :js 1 Aa aa: СУ, ы J 2 m ү] 


МЕТИ ass 


< ы 1⁄2 
> b: | т М.а а}. aman a s) 
t ku EE Мт, 


Ит, 
5 1/2 А # 11 2 
(5н) -( ши) |> 
лт EDAR A J 
" Мәх, 2 ч 
mr ура о Maa а РР |. 
ЭРА 之 M a LAS >a ра >) 
又 于 个 题 33 ў т m. /M I. M М, т. ËL 


a Мт, < m М 


n Ñ n 
Sp? ' m M, чул, [n Jaa, 
所 以 


2 
т. 2 M, ' 2 
TEDX ¿2 (3: а) (Zas ) š 
由 是 不 难得 到 题 中 的 不 等 式 . 
[注意 ] 柯 西 不 等 式 是 用 Zai УЬ; Са, 5, )? 的 上 限 , 本 


命题 则 是 在 一 定 的 条 件 下 用 ®а х6 iiih Са) 的 下 限 ， 也 可 
以 该 ры 式 的 逆转 . 


， 试 证 不 等 式 
Pe Š m 2 
Erat >14 z4 Vai (элш, 
1 м/\< 
e Eh 0< т< (Е `, n). ‚(Канторович 


38. [а G. Go, Cr bi. bz, е, b, Ж=ЁЯ Л AR БЕ. Ë] J SE ЖЭ I 
* 129 = 


(BH 全 比 (oi:o) 不 全 相同 )， 又 设 实数 列 rz то, өө, Yn 满足 


УЈаш,=0, У10,2;=1. 
1 1 
则 


Ме 1 Í 
式 中 的 等 号 当 且 仅 当 r= ri = 1,2, +, пуй Н, 此 地 
n n 
b, Daja, Slab; 
1 1 7 
1, n \/ n ( % 2 (Ostro м1) 
D> ab) Уз >> ab, ) 
k. ууа \ 1 


[提示 ] >= Уг CA 


37. 设 实数 列 а, аә, 5 An 和 Ь,, b,, ее Ь„(п;>2) 满足 z,b ; 
ab, (0222). Mi 


г=з\ў= /i 


n` -1 n i Na 
/ í" \ fn e <(%) >x b, —а si 
гаж] z; = 


) 21а афу Muna 36, 


本 节 出 现 的 命题 , 例题 及 习 
° 130 ° 


ë 
m 
ya 
部 
二 
ж 
е 
кы 
5 
ë 
E 
№ 
= 


大 小 关系 。 以 下 所 考虑 的 常 限于 非 负 实 数 序列 : 
(а): а;, а», +. a (b): bi, b... b, E, 
倘 有 不 同时 为 零 的 实数 FO p да, = ub, 对 每 个 b=1,2,…,n 
АМ 便 说 (a) 和 (5) 成 比例 . 
itro, RZL 


1/7 f 1/7 
ае 1 : 
м, (а) (1.5 ) (25) ; 


M,(a)= Є т<0 Вж а, =0), 


А(а) = М, (а) => (a, :Ua -ee та,), 


Н (a): fÚ (a) = Лее са? 
а, а» аһ 


С(а)=(ха)'"= (ataya, ) 
其 中 M, 称 为 7 次 等 平 均值 , 4 称 为 算术 平均 值 , HRA A a F Ey 
值 , Q 882 Ut F A A, + ARH M, 的 特例 ,更 普遍 些 , 还 有 
所 谓 加 权 平 均值 , ШП 
М,(а) = M,(a, р) = (Zpar Хр)", 
С (а) = С(а, р) = (xa?) , 
XHEP): pi, Pas Pa 是 一 个 正 数 序列 , 称 为 权 . 加 权 平 均值 A(ay 
和 五 (ca) 亦 依 M (aA М_. (а) ЗЕ У. 
对 于 加 权 玫 均值 ， 我 们 可 以 进行 祭 准 化 使 ZZ=1， 此 时 p 2 
定 以 9 记 
=J,(a,q)=(2qar)'” (2Zq=1), 
G=G(a,q)=xza2 (2q=1). 
六 均匀 加 权 ， Hl =L =-= q, h, Jt ЕЛЕ БАЙТ 
常 的 索 平 均值 ， 以 后 如 无 特别 声明 ， 不 等 式 中 的 平均 值 均 系 指 加 
权 平 均值 更 言 ; 但 倘 芳 同 时 有 几 个 平均 征 居 于 一 式 之 中 , 则 一 般 认 . 
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为 其 权 (2) 是 相同 的 . 其实, 从 通常 的 宕 平均 值 出 发 ， 只 要 经 过 -一 
次 适当 的 极限 手续 就 能 获得 一 般 的 加 权 平 均值 ， 例 如 设 gb …， а 
怠 % 个 确定 正 数 (>g 王 1).， 则 可 选择 x 一 1 列 有 理 数 序 列 (s2*}?- 

(йЁ=1,+е,п—1), {E24 »›->со sP? >q, (k=1, +, n—1). ан 


n=] 


в?=1— уузу”, M| sE >l. HFEA RE » 0, 4517, 


k=l 
… Sz WBD ВЕ) N ,, W 
зк SN, /N, (k=1,2, +, n), 
此 处 N,,, 为 正 整 数 , LOON, 5N, й, М, (а, а) ША k F 


k=1 


| йе EJ ë HRR (у — co): 
\ 1/7 n 1/т 
М, (а, 8%) = (2 =) шкэ) А 
Ns pai 


ШЕЖЕ СР >” ARERR DER, METY 
ЖЕШ RL ERWUESSE, IEA А ЖЖ 838 ИЛ F 
均值 的 情形 也 就 够 了 : 
关于 平均 值 , 有 下 列 诸 简 单 关系 : 
M,(a) = о (а) ек", 


М_,(а) = , М, (а) = {Ma ) 


тда а) 
А(а--6) = А(а) + АФ), G(ab)=G(a)G(b). 
38. ж т2>0, H. Gd, Gs, **°, G, \ 全 相同 . 则 
Min(a)< М„(а)< Мах(а). 
39. # а. A2, °°, G, 不 全 相同 ， НЖ— 4%. 则 
Min(a)<G(a)<Max(a). 
40. 成 立 等 式 G(a) =lim3f,(a) (IN k (t M (a) -С(а)). 
[HE] яЯт—1Ла# 0 A, ДИН a= e= rina t OC?) 
=- 132 ° 


(т->0), 易 得 
М, (а) = М, (а, 4) exp( 21а Хоа") 


=op nG jr2glna +0(r?)) | 


—exp(>qlna)=xzat= G@(a) (т->0). 
若 有 菜 几 个 a 为 零 ,其 余 正 的 a 以 5 表 之 ,并 以 。 表 对 应 于 5 的 权 
q. Ў 
M.,(a,q) = (Zqar)'” = (507)! 
=(2s8)UTAf (b,s') (s&'=s/2s). 
M r>0* 时， 依 上 所 证 М, (6, 57) >С, з) (s) H Es<T 
而 趋 于 0， 所 以 М, (а, 4) >0= 60а), ХЧ r—0 时 ,因为 对 < 
{ї М, = 0, 故此 极限 式 亦 得 成 立 ， 本 命题 证 毕 . 
41. 成 立 等 式 limM,(a) = Мах (a), limM, (a) =Min(a), 
[И] їйп;=Мах(а), ЖЕН 
q'a; (Èq , a)” = М,(а)<а; 
可 得 lim M. (a)=a;= Мах(а), 又 


lim М, (а) =limM. , (a) = Jim -Min(a). 


#58-58 вз е ту" = Мах (а) - 
42. ik т20. 用 一 切 4 不 全 相等 , 则 М, (а) <M (а). 
[证 ] 于 命题 30 取 р- q, Ха =1, ЭРЗАТ SEO Wiwa ОЗЕ: 
元 次 方 宕 即 得 ， 
43. (基本 不 等 式 )G(a) 三 4(a), ЗЕНА ЧНИХ Чій а 全 等 
pus Л]. 
[BE] beit a 并非 全 等 , 则 由 命题 42 和 40, 有 
А(а) = M (а) > М, (a)2> М | (a)2>---> М \ (a)>G la) 
2 23 2v 
(v—>co). 
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[注意 ] 本 命题 是 上 节 平 均值 定理 (命题 15) 的 拓 广 , ERN 
在 最 一 般 的 意义 上 ， 算 术 平 均值 常 大 于 几何 平均 值 ， 它 也 可 以 表 
示 成 下 列 形式 之 一 ( 设 诸 a RAM): 


Pa: Ваа ра) т 
Pa < 
\ р.р р, А 


aitaz? aa<, a, + qarqa, С9=1). 
44. (Ж 尔 特 不 等 式 ) 设 Q, Ё, 0А УЕ, ВНа-8—-.. -À 
=1. MI 


Зан рх (5) 4 27, А 
式 中 等 号 当 且 仅 当 (ec), (b), ++, (2) 中 存在 一 组 与 各 组 皆 成 比例 时 
适用 . 
[证 ] 我 们 可 做 如 下 的 推导 , 其 中 不 等 式 是 据 命题 43: 


Bap sf a S bN үлү 
Za)° (Zb)... (51)? 于) (sF) (sr) 


a >b 1 
kur SD SSS: 
=mw-1-r 8:1 Ь4.1=1. 

ме b. bs 
党 号 成 立 的 条 件 是 -< Sa Eb, == m 1, n). 1а) 


К "СВ p kk fl. 


5. (a), (5),…, 8633452922, Н.Е REE 
d. Mi 


Ga +O + -G(ID<G(a+bi eL). 
45. т.а, В, ,4 和 诗 为 正 数 . 且 aB+… 十 4=1， 试 证 
M, Cab l) CH, ala М, (b): M... (1). 


ZEME оваз, MEHL (R. 0,10). 
MI А 1/2 1⁄8 ? 
Z a,b, <( 23a: 2 (£>1), 


y=1 

" n 1⁄k n 1/k? 

1 a,b, ри) (Sari (#<1). 
ъ= 1 у= 1 у= 1 


第 一 个 不 等 式 中 的 等 号 当 且 仅 当 (a* ) 和 (5*') 成 比例 时 适用 , 第 二 
个 不 等 式 中 的 等 号 除了 当 (a*) 和 (85*') 成 比例 时 适用 之 外 ， 尚 对 
《ab) 内 各 数 全 为 零 的 情形 适用 , 此 外 不 等 号 是 严格 的 . 

[注意 ] 命题 45, 46 和 47 的 两 式 均 可 由 命题 44 得 出 . 事实 上 ， 
WEHE а, В, ---, 4 看 成 权 9 4›, qo Ва, 5,,…, L, ARH Ca), 
F az, bz, ++, 1, 看 成 组 (0),…, 把 an b... 1, ARAC), BEHA 
题 45。 而 倘若 把 (a), (0), ==, СГ) ЯЯ Л (4а"/"*), (46%), e, 
(q), TE 46. 又 把 命题 44 应 用 于 (a*), (2*') 两 个 组 并 把 
а, В ЭНЕ, р =з 是 得 命题 47 的 第 一 式 ; 应 用 于 (ab), (2*') 两 


个 组 并 把 Q, В еа Е 和 1—Ё, 由 于 


—„(1—Ь) 


(Cob ry барт" М =а®, 
HAX k 5k 中 至 少 有 一 个 为 正 , Erhi 0220, 所 以 得 


\ 1-4 


>a: <(> a b) (5) 


显然 这 就是 命题 47 的 第 二 式 . 另外 , 命题 47 的 第 二 式 亦 可 化 归 第 
一 式 . 命题 47 的 第 一 式 最 为 常用 , 通常 所 谓 赫 尔 特 不 等 式 多 是 指 
尼 而 言 ， 而 显然 , 命题 26 的 柯 西 不 等 式 是 它 的 一 个 特例 . 

48.， 设 (a), (8) 为 任意 两 组 复数 , X k>>1,k' d5 kike. WI 


N LAB 


; (Ziet) (2; ") 
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49. iz k2>1,k' ЫЕ, 号 为 一 正 的 常数 ， 则 使 
> al<A 
p= 1 
成 立 的 充 要 条 件 为 : 对 - - 切 满足 36*' <В W) (Ъ)' 8 


Sab, Ан pi, 
[证 ] 条 件 的 必要 性 由 赫 尔 特 不 等 式 立刻 得 到 ， 关 于 条 件 充 
分 性 的 结论 可 看 作 上 再 尔 特 不 等 式 的 逆 命 题 ， 今 用 反 证 法 证 明 之。 


倘若 全 oa: >>4， 则 可 适当 选取 b, 使 
v=1 
bt' Jas =, УЬ =B. 


r=1 
如 是 由 命题 47 得 出 
т п Zk y 1⁄k 
> ab, (ža) (Ze) > А!/ЁВ\/Ї/', 
уе | v- 1 


J 


p=- 1 
n 
ie RIER. й > ats A. 
?= 


50. т<, WJ 27, (а М.а), 
[im] 先 设 0 二 7 二 s， 此 时 可 今 7=&s, 0 过 a 二 1， 于 是 
Eqa Saag (Sya) (SI) = Сда"), 
хи YU e= 1. ААЙ 
(Sqa)' (Eqa) - (qay), 
再 设 7=0<s， 此 时 由 命题 40, 43 可 知 
CMela) = (бта (0) (G(a))° =G) KA 
= (М,(а))". 

景 后 ， 当 7<s<0 及 <s=0 时 ， 根 据 命 题 37 中 之 一 等 式 
М..(а) = (H ,(a-1)) 1, 此 最 后 情形 即 可 转化 为 开始 讨论 的 两 种 
° 136 ° 


51. 若 а,,а2, °°, G, 都 是 正 数 ， 又 а< В. 则 


(“4 +e аа +а5 十 … +, 
п n 

式 中 的 等 号 当 且 仅 当 а, =а = =a, 时 适用 . 

52， 设 ar, br, с, 均 为 正 数 , CHE 3 Ç 

(а,Б,с, + а,Бс ++ +a,b,c,)° 

«а?аз te Баз) ЫЗЫ) 63) 
Cei oT 5), 

53. ЖЕФ z+. z=6, ДАЯ r +y? 22212, Hl 2, y, 
с ATEH 

[提示 ] 于 命题 51 а, =2, а-у. аз=2,9=1 K B =2. 

54. ЖЕТ т, у, 2 为 满足 2 十 六 十 如 = 二 8 的 正 数 , 则 


2% уз +а9>16,/ 2. 


55. (利雅 普 诺 夫 不 等 式 ) 设 Qis а2, °°, Qn, 为 不 全 相等 的 正 数 . 
若 0<r<s<t, 则 | 


(Ма) ОМ Кау {Сиа}. 

《利雅 普 诺 夫 , А. М. Ляпунов, 1857-1918.) 

[iF] 置 s=rc+ti(I 一 a),0<a<1， 则 所 证 不 等 式 变 成 

Èqa' < (5 да')*(Хда‘)!-*. 

ЖМА ГНА НРА ЗЕК СГ 44) ЛУНЕ (паг) Ята) 两 
个 组 而 得 到 ， 由 于 一 切 g RAE, kelga), (ge ) 不 成 比例 ， 从 而 
不 等 式 是 严格 的 . 

[注意 ] 如 令 $(s)=1n 履 ;， 则 利雅 普 诺 大 不 等 式 亦 可 改写 


作 
f 
t— 


>$ (7) + 3” T4(t)> p(s), 


t—r 


人 
7 十 一 一 上 
Єт t—r 


凡 具 笛 上 述 性 质 的 函数 Ф) ШКА С” Ж) ТАЖ, AA y 
二 pg(7) 的 图 象 是 平面 上 的 一 条 (严格 ) 下 山 曲 线 。 据 此 定义 ， 可 知 
利雅 普 诺 夫 不 等 式 亦 即 表明 In Mi =sln M,(a)2J s 的 (严格 ) 下 刁 
函数 . 

56. 对 不 全 等 的 a,， 写 5, 二 (Za')'”。 试 证 当 0<r<s<t 时 


s= 


ti 
scp шу 
У WKE S =M. 
57. 30а), (5), б)! #4Ж ЖЛЕ, Ж а, B, …, 4 为 一 组 正 
Пан 221, M 


n n 5 
Saibi Уа} >, (5 1, | ensen) 
k=1 k=1 .b=1 


[提示 ] 应 用 合 题 44 和 31 即 可 推 得 . 
58. сия а жт 异 于 0 及 1. 则 


ty 


1/т д 
(Ba nitt 45) +° 
k=1 
n 1/7 
>и) (r>1), 
k=1 


n 1/т Ñ 1/r 
|е, +b, кен 5м) yan 
b=1 


k=1 


n 17r 
(5) (r<1). 


以 上 二 式 中 任何 一 式 的 等 号 , E r> 时 当 且 仅 当 (a), (8),…, (IP 
两 两 互 成 比例 时 适用 ， 在 r<0 时 还 对 至 少 有 一 个 天 使 ce =b, = 
. 138° 


… 二 4 二 0 的 情形 适用 ,此 外 不 等 式 是 严格 的 . 
(HE KHE, H. Minkowski, 1864—1909. ) 
[证 ] 本 命题 可 由 赫 尔 特 不 等 式 (命题 47) 推 出 来 ， 例 如 当 r 
>1 J, 有 | 
Ela, Fb, q 1)” (s, =a, БЫ, Hetl) 
=а„въ!-- ХБ. El, sr" 


1 т-1 1 £= D 
了 А 


rl 1 1-1 
«(и гу (Ев) © + С)" (>з) ' 
=0Сар (ЮУ? 
а нь Ур * £ 
把 等 式 右 端的 公 因 子 际 左 端 即 得 第 一 个 不 ч 
59. #т>0 В > 尖 1， 试 证 
E(a, +b, +0- l) Уа УЫ El (r>1), 
Ela, +b, teel и L5; (0<r<1). 
ЕН (а,, base, L) (0,0, 1,0) (k=1, 2, +, n). 
60. it r>œ>o0, fr э, 1). HI 
{5 (a, -by teel) AL (Уат) (Lh) 4 ee 
+ (Bl). 
[提示 ] 这 是 命题 58 和 59 的 综合 题 ， 
61， 试 证 不 签 式 
<А/а% 25 Ба ++. 
62. Æ (a, 一 4;) (bi 一 0;) 之 0 *F—UJ k, }=1,2,++,п ERL, 
В (а) 与 (2) 成 仪 序 , 若 相反 的 不 等 式 常 成 立 , 即 称 成 反 序 ， 今 设 
(a) 与 (3) 成 似 序 , 是 7 之 0， 则 当 (o) 和 (2 都 不 是 常数 列 时 , 有 
M,(a)M,(b)< M,(ab). (Чебышев) 
e 139 。 


[提示 ] 此 为 命题 28 的 一 般 形式 , 其 证 法 亦 类 似 : 
УрУ ра" — Ура" ХрЬ" 
= 5-Х 5р, ру (а, —а;) (6;—0;)20. 
63. ае Жы RI 匀 者 而 言 ， 
BH 4(a) = 二 Bat, H(a)=n / 2 —, @(а)= (аа, а”, 试 证 ,下 
列 关系 
(AG) + H(a))>G(a), 
n 2 PERS 4 23 时 林 必 成 立 . 


| 64. 试 证 对 一 切 不 全 相等 的 正 数 a, a, ++, а, 而 言 , 常 有 不 等 
式 


A(a)—H(a) ` 
А(а) -G(a) < 
65. ЇЕ Ч n2>2 时 成 立 不 等 式 
(A(a))*=“''!H(a)> (Gla) >. раи (Sierpinski) 
[HE] 当 %=2 时 这 是 等 式 . Aika, jd 
n—1 = Ë 
= 2746 НИШУ $, 
k=1 
Ж ЧА 
Са (а, ~ sQ aia ks 
RIJ ; _ 
9-24 рда == n 
Б n Аг n’ н n—1 1 
Н, ад 


а" =а,С'7'. 
ЖУПЕ А EREI R A), 命 
f(a,)= (п 1)1һА(а) 10 (а) – 19 (6 (а))" 


=(n—1)ln((n—1)Aa | а,) 1 (ре) 
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—Ina,—InG; '—(n-—2)1nn. 
容易 验证 当 z>zo 时 f'(z)2>0 Ч z< Bf f'(z)<0, 3X E z = 


А Ha у f(a)2fGz). АНТЕ 


A" H nA HY’ Ha А H, 
б" 24 п(п— 2) :) п 061 ° 
由 是 命题 依 完全 归纳 法 原理 而 得 证 . 
66. iX OKEE < <zr, 0<z,<g, <= <g,. 试 证 不 等 


式 
51101! 52,5, > 5211 Èt, (Laplace》 
[提示 ] 用 归纳 法 来 证 明 . | 
67. 1&0<а„<1 (k=1,2, элп), K 8&=Уа„. АИЛ Ж 
式 
Š G, ~ nS ; 
Жа: - Z= 57 ‚ (Shapiro) 


k=1 


[证 ] 这 实际 上 是 切 比 晓 夫 不 等 式 〈 命 题 28) 的 特例 。 不 妨 
设 a, <a, < <a, шр. 与 1 一 as 成 反 序 ， 故 应 用 命题 28( 其 
中 不 等 号 应 反 向 ) 立 即 得 到 


nS =пХа, =n3( 
<(хү®_Суска-а,э=(®ү®.-\-в). 


ЕКА nS 就 是 命题 中 的 不 等 式 . 


#—Ja—a) 


§3， 积 分 不 等 式 , 无 穷 3 不等式 及 函数 的 凸 性 
对 应 于 上 节 中 所 叙述 的 各 种 平均 值 ， 在 这 里 我 们 可 以 给 连续 
印 数 (或 村 积分 国 数 ) 规 定 出 若干 相 类 似 的 平均 值 . 其 差别 不 过 是 
把 和 式 改 成 积分 就 是 了 ， 例 如 若 设 用 7) 为 定义 在 区 间 [z,, zz] 上 
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的 一 个 下 界 为 正 值 的 可 积 函数 ， 则 /的 算术 平均 值 . 几 何平 均值 、 
调和 平均 值 以 及 7 次 需 平 均值 可 分 别 定义 如 下 \z: <r, TE): 


АФ | Gas, 


G(f) =ехр 


i- 2— É mfe}, 


U = 2211. 


©; Дл 9 


о 
1 


мр 120 ауа" 


这 些 平 均值 都 是 上 一 节 所 述 平均 值 的 极限 情形 ， 例 如 Л, СР) в 
一 种 加 权 平 均值 的 极限 ”: 

从 有 穷 不 等 式 导 出 积分 不 等 式 及 无 穷 不 等 式 时 ， 主 要 系 根据 
这 样 一 个 原则 ， 即 通过 极限 手续 时 不 等 式 中 的 不 等 号 至 多 只 能 添 
加 等 号 ， 而 不 能 改变 不 符号 所 指示 的 大 小 方向 ， 例 如 ， 若 SC) 
<PO), 且 limS(a),limP(z) 都 存在 , 则 必 有 limS(n) <1limP (m). 

有 一 系列 的 不 等 式 , 均 与 山 性 函数 有 关 ， 设 $8(7) 是 定义 在 区 
间 [zi, zs] 上 的 一 个 国 数 . 要 是 对 于 [zi ，zs] 中 的 任 : ИРЕ ti, 
t, ñ 常 保持 


16 п) а, 


我 们 就 称 ФО) тәҗ. 如果 不 等 号 反 其 方向 , 即 名 之 为 
й. BERAPI GALA) ti =t: 成 立 , 则 分 别称 之 为 严格 


1) ВХ ТАВНУ, BRATI ERAI ERA РУЮ ДЮ 
积分 也 依然 有 效 。 . 
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к g ул % L G Ж. KTD HR g hye ЕВЕ 1: SE ДЕҢ 55 
生 于 1906 年 左右 所 黄 立 . 
EE a 则 显然 有 


су" (7) т (+). 
ACEHI) А) +A), 
G(f-g)=G(f):-G(g), ma) = Ар). 
69， 设 f(z) 是 [zi, z+] ЕТПЕЙ ТЕПЕ Ж. MI 
H(P)<G(J)<A(P. 
[提示 ] 由 有 穷 不 等 式 M. (а) <М,(а)<М,(а) 经 过 极限 
手续 即 可 获得 . 
70. 设 f(7) 是 [x1,xs] 上 的 正 值 连续 函数 (或 下 办 为 正 的 可 积 
аю, га ЫН 


y iZ 
"аз ) 


| осуу 
71. ` (sasa pampa 式 ) 设 үй Сх) вде Гал, zs] 上 的 
ш ШЕ | 
(уеже) <| tayar? geaz. 
( 布 涅 可 夫 斯 基 ,V.J. Buniakowski, 1804—1889. ) 
72. (RATEN) SA оС) ИВА, Хр 
WHER + +=1.Ml 
Ñ тес KOKA 
(fE gia) 
73. ita, p,e, A ЖЯ —ШЕ%. m apte +=, H 
| “айр 


ый. 


[435 


"Fo a Ty В т, N 
<([, м) (Г gdr ) (| hdz ) 
此 处 了 (Zz),g(z),…,h(z) 毕 是 下 界 为 正 的 可 积 函 数 . 
[证 ] женш н 
fe g"... 


{уре A na 


в h À 
з B (Га) (ш ы 
2 В. af Gi pege aaa, 
F е a fdr |. 941 һе) 
74. 试 由 命题 73 gi 日 命 mz 并 从 而 导出 命题 66. 
75. ( 阅 科 去 斯 基 不 等 式 ) e p>1. Xi J(z)flg(z)E) ul 
Fu že. M 


WU ссоре)" 


(о) (ови 


76. 试 将 命题 75 写成 更 一 般 的 形式 , 许 证 明 当 0<p<1 hiti 
2 1/р fra 1/р 
||, (9+1 па) >(|, Ра) ++ 


-- ( | 天 Pd ү» 
Jeh f ,及 都 是 下 界 为 正 的 可 积 子 数 . 
77. 试 将 жр 雅 普 诺 夫 不 等 式 MLM) му" 
ы a Ай ЛЕ. | 
Ж (О}(жт,)—/(х„))(й(х)—(х.))>0Я]—ЁЫ])х, Ж EJ 


=, мм 和 9 RRE. ORERE КЭ, ШАЛ. 
. 144 ° 


求证 当 了 和 9 成 似 序 时 , 有 
[raya |" rom<G-o| ege). 

хро 成 反 序 , 则 不 等 号 反问 . (Чебышев) 

79， 试 观察 何以 聚 生 不 等 式 

S,(a)<&S,(a) (0<r<s) 

不 可 能 有 相应 的 积分 不 等 式 , 

[提示 ] 注意 许多 有 相应 积分 不 等 式 的 有 穷 不 等 式 ， 基 中 符 
号 了 在 不 等 式 两 端 出 现 的 次 数 ( 或 息 ) 常 常 是 齐 次 的 ， 例 如 下 列 不 
等 式 的 两 端 , 所 含 三 的 需 次 均 为 2 


1 2 ls Y ls 
(>а, < (“а ) >s: } 
BERA XH, 对 于 每 一 个 和 卫 总 可 以 附 乘 一 个 因子 二 一 Az， 而 


当 п->со (HI Az 一 0) 时 也 风 得 到 了 积分 形式 的 不 等 式 . 
80.， 试 从 柯 西 的 以 及 赫 尔 特 的 有 穷 不 等 式 导出 其 相应 的 无 穷 
WEN. 
81. 设 r>1, 4.220, Pa >O, Amn > 0, 则 
58 з PT = 1/7 
40 а.) | =) 
n=1 m= 1 m= 1 n=1 
(Minkowski) 


[uE] 由 问 名 的 有 穷 不 等 式 ( 命 题 58) 得 
А е. тү1/т >: 5 1/т 
Ьэр» paan) | <| eat) а 


A n-> oo. т> со, 有 得 本 命题 . 
81. (а) :а\, Go, t, а, "5 (b); (p) A: ПЕС НЕЗ. 
JACOB JL ЕУЕН: G) 车 (4a) 与 (3) 成 似 序 , > paba 
n=1 


145 。 


9З р, WUSA TE А A Ура, 和 之 ,Pa 的 收敛 性 ; Gi) (a) 


N= < 


op 


(b) БЕ БЫЎ, una, эр, ИКТЕ ó; & >Р PranDn 和 和 Dp 
ЙЧ ЖОЙ. 
83， 设 f(z) (аа СЬ) АЛЕ ШЕ АШ. WIE 
[rey [0-а а)?. 
[证 ] IM f(z) 与 f(z)-! 成 反 序 ， 故 应 用 切 比 晓 夫 不 等 式 。 
[олса [су соо) | Коа а 0a), 
设 KGz) 和 g(z)5 Га, 5] 上 的 正 值 可 积 函 数 , 则 
[| tayGaya 2 t (| Утаа. 
[证 ] 事实 上 , 我 们 有 
а) f соса (тоя пову 


b pò 5 P< 和 了 ~ 
= 去 | Í (VJG3s(z2) м/р) drdy=0. 
85. ( 凸 函 数 的 基本 不 等 式 ) 设 2(t) 为 区 间 [a J 上 的 严格 下 
Ж, 即 对 ti, (а. b], 2,126 党 有 
/ti + t» ү P, ) - еа 
P\ ә ` 


J 


则 对 于 Ca, b lB Е S АНБАР, t. ba BA FIA 
SE Nk yz: 


— БРЕ 


Jh i tate 
P \ n / n 


[证 ] Жейт ПН ЕНТ a ПЕНН. BO, KEELA F i 
KHATI т 0, АНГА 
6146 ° 


ПЕ É. 各) < El, )+@(1:) + Helt.) 


2 Y 


(Кат za т <P) Plite pa) 


АБК trn tz ee, Е Аан ОН, m 为 任意 正 整 数 ， 
今 设 ?为 任 一 正 整 数 , AmA tE >n Ц BL S= (ñ 


+++). Mi 
оа + t tE (2"—n)8 
Ф(8)=Ф( 22 ) 
<Р) Три) фб, ) 十 (2"—п)ф(8). 


әт 
Ж пф(8 <p) T p(t) +. T p(t,). 此 种 证 ВАУ РА ВПК 
为 柯 西 推理 方法 . 

[ 另 证 ] ii 所 谓 倒 推 归 纳 法 ， 
其 原理 是 这 样 : 设 P(n) 是 一 个 与 自然 数 %% 相 联系 的 合 题 , 假定 (i) 
JH жэен P(n 一 1) 亦 成 真理 ; Gi) 已 知己 (za) 对 无 
限 多 个 % 是 真理 ， 如 是 P(n) 对 一 切 自 然 数 % 竺 成 真理 . 

今 假定 命题 85 对 某 个 п ЖИН, ЫШ nop) 
== @Ф(#Ф„-)+@Ф(Ф„), IP nS Stt ttn ТЇ] б, б, Н n Л 
АА ИН, х, 对 于 任意 ?一 1 个 不 爹 相 等 的 值 tie ба-а 
Лу, ett tta- = (n—1)o, „==, ХН пфр(о)<ф(Ф,) 
+ ФС 1) ро) ШИН 

(п— 1) р(0) <Фф(#,) tH plt) + +Ф(2, -1). 
这 就 表明 命题 对 n— 1 为 真理 .而 前 已 证 明 当 n=2”*(m==1, 2,*…) 
时 命题 为 真理 , 故而 推 知 命题 对 一 切 大 于 1 的 自然 数 丝 成 真理 。 

88、， 设 有 Zz) 吓 区 间 [a,5] 上 的 可 积 阔 数 ， H. m<f(z< Mr. Хх. 

设 ФС) Ет, от ае 则 


ооа) Гоа). 
E OD EAR MARA е Bi. 


[提示 ] 由 定 积分 之 定义 , 于 下 式 两 端 令 n— oo 取 极 限 即 得 ; 
Р fa tt fn Plin) + pf2n) JA i Plna) 
Ф\ _ )< 


п 
Ш А.а) fat 20-а), Arn = Oa) 
кк | 
Ж g(t) 在 区 间 (m, М) 上 二 次 可 微 ， 且 Фф (ї);2>0, W 
Р ен М) Ей КИТЕ. M p '(t)>0, 则 p( t y ЈЕ 
É КЕЙ. 

88. ф(1)=1*(0<&<1),ф(ї)=1а/ Ж) (0, so) 上 的 严格 上 . 
ПР. ф(Ф)=4*(&<0 k 0221), ф(Ф#)у=Ф1һ# 均 为 (0, co) 上 的 
Ле КП. Ж оф(ї)=1п(1--е'), p(t)=V eFt (озе0)Ё) 
为 〈《 一 co， аа ае 

89. ik Ф(ё) (т, М) Е ПЧ, Pi, Ро, "е, рь 为 任意 
л ‚ б, б, е, bn Ст, МЭРЕ AR. 于 是 随 pCt) 
ZA F tiak EM shima 


W tpais \< 
Pi -P2 Fi pn 


Pip) + pp (t) Fort Papltn) 
Ф: 1-02 1-9 pn Ө 

[ ж] ше рь Гр Рәс р.) =0,, Шр» ЛД. 
АОРТА ЈЕУ ç, Di 9 т 20, (m>), ХАЕТ RUY- 
列 而 音 , НАА 85 可 得 

Pllimti 92 лы) < 

Zm Cti) l qo p (ts) tng tin). 

因此 利用 的 连续 性 ,通过 moo П ВЕ Р {ф 

(Otit Ot tb,t,)< 
W> plt) Oplt) + tOn plt). 


或 


V 


s 148 。 


399， 设 连续 图 数 ФСТ)А Кин ЕЕ X Ж: 对 任意 两 个 其 
和 为 1 的 正 数 06 ARIER ti, ьЄ[ т, М], 相应 地 有 


plit 0ata) 扫 或 三 0P() -Op(Ctia). 
试用 数学 届 纳 法 证 胃 命 题 89. 


91. (къл) fz), р(х) [а,Ь] ESRR, mi m 


| рб) 20, 则 随 连 续 函 数 ФСГ) (т< 
КАЙЫШ ДА Л 
[° P(x)f 2) dz , 


< f(z)< М, pl) =0, 
KINLA EM 
рса) а 


w J | fi ee 


92. WFE Era kk ЕЕ МЕШ: Ж И АХ X. 
[2] BAPA ЗСА 


(© pa)’ < (Epa) (Хра') (s= 计 r+)) 
щие) ЛМ. Вр э (а)'}. 
Шш Айн ХАН In MCa) 为 8 [йу КИЧ. 


JE ЖКХ ДЕ 8:23: РЕ Т 
(s>Q), 从 而 应 月 命题 89 便 得 到 利雅 普 诺 大 不 等 


式 (命题 55 ‚ {Hsi 
МЕ УУ, ) | 
93. кетуу нот, М) Енг, Н. ф(х) 二 0， 则 
ЖАЛКА АКСАК ЛТ 
ч P; + Pa + ST 4 
аР Ын. E рар) 
I i ba esse Г ; 
Р. Po Ри ВРАТЕ f E N rR0 3324 НИЯ? t = t=. 
= 如 时 适用 ， 


[提示 ] 把 ф ЖУУ to= (р; t ipee раё. )/ (Pite + Pa) ë 
Ap EIF PT DA Я 83 HORER. 


9.140 ә 


94， 试 证 不 等 式 ， 


ан ава Pa <exp( Pma t Polndo t ttt р. \па, ) 
Р: + Pn p) ` P2 Hee +H Pn 
а» 


з) 
а 


а, 


Dai T Doa i e LD, 
Pi + pa te Pa 


此 处 Р, Pos e. Psi ai азе, а, 都 是 正 数 ， 而 di, а а 不 全 相 
等 

[提示 ] “于 不 等 式 各 端 取 对 数 ， 并 注意 函数 一 lnt 的 下 凸 性 
及 Int 的 上 同性 . 

85， 试 证 不 等 式 
b / b b - 
[oaie [рола Сода) | осла 


| Paga V Trey у" [oiz 


Jkhbp(z)>=0, | zz)dz> 0 inf f(z)>0. 
[注意 ] 本 命题 为 命题 69 的 扩充 形式 . 
96， 设 jz) 和 02) Са, bJ ЕЛЕШЕ: Ж. M 


espli ln (f(T) +0622) ) 


>p Inf(z)dz Jex zl Ing(2)dr )- 
亦 即 G(f + >C) iag). (Blaschke` 
[证 ] 可 通过 探讨 适当 的 函数 的 凸 性 来 证 明 . W 
РС2) =ехр( z l mE) + — 9(z)14z) 
OSEI), 


则 由 布 涅 可 夫 斯 基 不 等 式 (命题 71) 容 易 得 出 


ОТИ О ga) x 
Oa T UGF- y ad, 
e 150 ° : 


1 / Forat) Yue 
= га! ЧИР УТО), касы 


因此 eA ЕЕ, 从 而 有 下 列 不 等 式 : 
1 \~ 9(1)-+9(0) 
3 s 
以 g(t) 的 定义 代入 此 式 , 即 得 所 要 证 的 结论 . 
97. 设 g(t) 是 区 间 [m, М] ЕЖЕ Кичїї. Ж 


Sy 
“Се Лак. 


/ 


ta p(t1)+ p(t,) 
p(t)at < s 


ti 
(m<¿, <t: KM). (Hadamard) 
98. 1йр(т) 是 区 间 [m, MK] 上 连续 的 下 凸 函 数 ， 又 设 pe 20, 
т<1, <M(k=1, 2 *°% п), 1>0,>a, Z > В, -1> Qn -i 宕 :0, 


&+ р. qam aii 


2 Pi +++?» 
则 
(Prieta dii Pata) 
PU Pripet atA 
- fe, Byn n-1 
< = -| p(t Eni) даба 
а; -an= N i=l 


DPH) ppl) L T prt) 
ш: Ы 
Di рә T *%% а 


[证 ] ika <er <p: (Ф=1,+-,п—1), HT 


n-i 


ї— 1, Уа б) 


i=l 


=(1—r,)t H (21—12) tt 


二 (za 8-20 а) Ё а tin-tin 
=, 921219 Ёа, Qh T q 4 09, =1, 9:220. 
• 151 °• 


由 命题 89 得 
Ф(ї)< 19.04.) 


=pl Урба) p(t) 


积分 之 , 即 得 命题 中 右边 的 不 等 式 ， 为 证 左边 的 不 等 式 , 我 们 注意 

下 凸 连续 函数 的 一 个 直观 性 质 : 过 共 对 应 图 象 曲 线 上 的 每 一 点 , 都 

可 以 做 一 条 直线 (叫做 支撑 线 )， 使 曲线 没有 在 此 直线 之 下 的 部 分 

(这 个 性 质 可 以 严格 证 明 ). 支撑 线性 质 可 以 解析 地 说 成 : 对 任何 

&©[ т, M], 存在 和 使 对 一 切 Elm, MJE 
ф(ї)у>ф(&)у-+5(%—&). 

FERE 2= (р, р раё ) [р-ро p), t=, 


+> (t. t)r, 积分 之 即 得 命题 左边 的 不 等 式 . 
[注意 ] 命题 98 是 阿达 玛 (J. Hadamard, 1865—1963) 5 
式 的 拓 广 事实 上 , л 2 并 经 过 替换 可 得 不 等 式 
Pit 11 МАД 
ы Pi Р» ta) 
1 fs DOE) r p.p ta) 
а. Е | Фе 
с эде qp (s)ds< эр x 


t EI m- 一 < 一 下 51—82 _ Piti Poto 0. 
ДЕШ m <t <s <s < ts SM, ll. PE Pi + р Pn P:> 


84， 关 于 不 等 式 的 补充 命题 及 专题 

99. ik а, >a0a: >- >a, 220, }(0) =0, ]'(0)>0, Xk (1) 2) 
单调 增 各 的 连续 函数 . Wi 

HS руа 1) Ta 


k=1 


(Bellman) 


[证 ] WRM FE: 


у= f (a) 


Rü 99 图 flai) — а) + flas) —f(a + f(a sy Ка ata moatas). 
”可 以 见 到 f(a) 一 faz) 十 f(as) 一 f(as) 十 f(as) 即 等 于 图 中 绘 有 
斜 线 的 三 块 面积 之 和 ， 另 方面 , f(a 一 Qs 十 Qs 一 4 十 4s) 即 竺 于 直线 
х= а, а, аза, а М z, у 两 轴 与 曲线 所 围 之 面积 ， 故 比较 面 
各 天 可 看 出 

ўба) — }(а») Саз) – (а) + f(as) 

>f (ai аз taz — а |а). : 

显然 上 还 推理 具有 一 般 性 ,其 中 台 亦 不 必 限 于 奇数 .此 外 还 可 以 看 
出 ,如 时 了 C7) 严格 单调 的 话 , 则 不 等 式 中 的 等 号 仅 当 a, сз, а= 
аз, "КАУ. 

109. RIE rl, ааз... рга, 220 时 成 立 不 等 式 


\7 


> Ces [De pa, ) ¿ (Weinberger) 
ke 


\ k=1 

101. АЖА) фт) ЛА ТЛ nia Sk 9 (2220), 
(0) 0. хіх Yr) prk LAR. MAHE a0, 6220, 
成 立 不 等 式 


° 153 ° 


а) фа) рс), 

式 中 等 号 当 且 仅 当 8=%(a) ВОЕН. G, W.H. Young, 1863— 
1942.) 

[提示 ] 绘图 比较 面积 便 知 . 

102， 试 证 在 命题 101 的 条 件 下 有 不 等 式 ap 委 eg(e) 十 2%(D) 
成 立 . 

103. 设 连续 函数 f,(7) 是 非 负 的 并 且 是 单调 增加 和 的， 又 设 a, 
20(р= 1, 2,…,n)、 若 至 少 有 一 个 bz 使 f,(0)=0， 则 有 下 列 不 等 
式 成 立 : : 


П лао] EOE), 


当 f,(z) 都 是 严格 单调 增加 时 , 式 中 等 号 当 且 仅 当 a=a,= =a, 
ЊЕ Н. (Oppenheim) 

[证 ] 这 是 杨 不 等 式 的 推广 其 证 法 如 下 : 定义 F,(z)= 
f,(Min(z,a,)), 24 0<<z<oo 时 恒 有 Ё,(х)<],(т), ја а= 
Max{a … aa}。 由 于 IIP,(0)= 0, 故 得 


Tf,(a)=TIr co = ПР, (а)) 
У I ода, о) {оао 
Л » н Фу > * ПЕ š 


<>|” Пла). 


104. (阿达 玛 不 等 式 ) 设 4=det[ais] 为 4 级 行列 式 ， 共 中 的 
元 素 均 为 实数 且 满 足 条 件 a&1 十 abs 十 … 十 a2 二 1 (b=1,2, n). 
则 必 有 不 等 式 |4|<<1 成 立 . 

СЕЈ 可 应 用 拉 格 朗 日 (本 . 工 .Lagrange，1736 一 1813) 不 定 乘 
数 法 来 证 ， 显 然 此 时 条 件 方程 为 | 
° 154 ° 


ф„=а% atete Ба, —1=0 (k=1, 2, п). 
ПА, 表 不 定 乘 数 , 置 


Р=А+ 5A (ai tahat Haha —1). 
k=1 


于 是 从 方程 
ӘЕ _ 
Iaj 24 
得 到 4jx Аа =0, ЖФ А, 为 4 中 元 素 аз, 所 对 应 的 余子 式 . 
于 此 组 等 式 两 端 乘 以 aj, 并 对 =1, 2,…, п 作 和 , 则 得 
А+24;=0 (j=1,2,.,7). 

WZ А= —– А, УКП Aj = Aa, (I,% 二 1,2,…, nn)。 是 故 得 到 - 
A ° An Аа, ++ Аа. | 
: ooe г ИТ Дв: Дат, 
Anı ** Ann! Ааа ++ Аал! 
由 于 4 的 极 大 值 和 极 小 值 必 须 适 合 上 列 方程 ， 故 不 难 推 知 4 的 极 
大 值 为 十 1 极 小 值 为 一 1， 因 此 14| 委 1 | 

105. É 4=det[aish] 为 级 行列 式 ， РС B. 
满足 lan |< М, РАЛ К АМ"? 成 立 ， 

[证 ] B s=a} а ++ Һай, 则 |ss| 过 nMM?， 从 而 

ГА 5, 52Sa [А |< A/sis, s, СМ" 

此 处 [4*] 中 的 元 素 适合 条 件 akite Бат 二 1， 由 命题 104 已 知 
14*|<1. | 

106. 试 略 述 柯 西 不 等 式 , РР АЛ ЖЕЛ ЧЕ АДР АКИ Ду ЖЕ ON 
的 几何 意义 

[ 解 ] 柯 西 不 等 式 表明 欧 几 里 得 (Euclid 公元 前 三 世纪 ) 空 
闻 中 的 任意 二 向 量 交 角 的 余 缆 值 不 超过 1。 例 如 设 A= (a, 
an), B= (bi, e, bn). MM 


+Àja;j=0 (J, k=1,2, =, n) 


= 


一 般 的 闵可夫 斯 基 不 等 式 则 是 将 欧 几 里 得 空间 中 的 三 角形 不 等 式 

推广 到 具有 下 列 距离 定义 的 距离 空间 : 
PiPs=(|z—z2l + [yyl H (r>) 

阿达 玛 不 等 式 表明 n 维 欧 几 里 得 空间 中 各 边 长 固定 的 平行 多 面体 

的 体积 以 各 边 相 互 正 交 时 最 大 . 


107. &а,,20 满足 > a, = >Ja,, =1, У 2,220, у, = 
„=i y 一 


pd 则 


Уу, LLa En (Schur? 
[证 ] 由 于 lnz 为 (0, оо) EELA, KARTOR 
的 琴 生 不 等 式 得 


lny, = ln Dant, > Slan lng,, 
y=1 y=1 


n n л п 
> lay, > pS Sa, lnr, = Dlnz,. 
n=l р=1 y=1 v=1 


从 而 得 YY Yn 之 Ziza…zZn。 Z 
[注意 ] 本 命题 可 述 为 : 各 分 量 为 非 负 的 列 向 量 z 经 线性 


Yı [an аз ө Gin Н 
Уа |=] ал Qag *** Gnn Tn 
Yn {а,; Ong **° Ann Xn 
如 果 变 换 矩 阵 [aiz] 中 的 一 切 元 素 均 不 为 负 ,: 且 各 行 各 列 之 和 绒 为 


1, 0102". >LT En. + 


° 156° 


108. (和 希 尔 伯 特 不 等 ORZA <o, 则 有 下列 不 等 式 成 


У) Уеа Узай. 


m=1 п= 1 


{ 希 尔 伯 特 , D. Hilbert, 1862—1942. ) 


[证 ] 下 面 的 证 法 为 哈代 所 作 . 基本 上 是 利用 柯 西 不 等 式 . 
不 难看 到 : 


æ co 1 
+" G, G, _ =2 (2) + a a 一 各 
这 em rn raw m/ V 


z т т z \ z n т 
>z) a r” рж, amik 
=> (Z: A= 21а:127-- А (my 
=" < 5 | 


m (m-1)/n (1++2)/2 
= Ха 


: 让 二 
109. (哈代 不 等 式 ) 设 а„2>0, А. =а +а, + ~ а, (п= 1, 2 
+4). МР 27>1, 成 立 不 等 式 


DE) <( Èe 


此 处 假定 右 端的 级 数 为 收敛 . | 

[HE] 不 妨 设 w>0， 令 mm 一 4/n。 则 利用 几何 平均 值 不 能 
大 于 算术 平均 值 的 事实 可 知 

ы = ылыый P Спа, — (п 10а 11267" 


pr/ 7D -Dz s-1q. 
-2 а Г йы. ШЫ. 
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=a (1 p y = Dn tst F (ат 1)? 


\ 
ЧР nb ү, са ИИО 
(1—77) +p De Hat] 


= 1—95]. 


2—1 
”由 此 相 加 得 
N N Р 
p 也 2 -1 < Мау < 1 
22% 1224" Qn = “se, псы 


再 应 用 赫 尔 特 不 等 式 , 则 得 
De 25а, 1 


p 1/р 1/2 
(бм) (5). 
?一 n=1 n=1 


нр. НР СИ) е 之后， 配 冬 pk Wr 
得 


Sach hy 5а. 


n=1 n=1 


最 后 命 N — co, 就 得 到 所 要 证 的 哈代 不 等 式 . 


110. + а,220(п=1, 2, =) Н.У а, <o. MI 
n=1 


oo 


Di (aaran) "eD jan. (Carleman) 


п=1 п=1 


[证 ] 于 下 列 哈 代 不 等 式 中 令 роо 并 应 用 命题 40 即 得 : 
pa aen ызды naty «а. 27 Sua 


n=1 ` 
111. iZ f(z)>0. 求证 
s 158 • 


m |" ехр/(=)йс>| f(z)ar>exp| 1һ/(т)й:. 
112. 试 写 出 哈代 不 等 式 和 卡尔 曼 (T.Carleman，1892 一 - 
1949) 不 等 式 的 积分 形式 . 
[ 解 ] Фр>1,/(т)у>0, Рг) = EO, ЖАЙ» 
积分 形式 为 
уту [rera 
XE f(z)>0, 则 卡尔 曼 不 等 式 的 积分 形式 便 是 
|, exp Í+ 二 | Inf) ala <|” f(z)dz. 
当然 ， 我 们 得 假定 不 等 式 右 端的 积分 都 收敛 ， 至 于 这 两 个 不 等 式 
的 证 明 在 此 从 略 . 


113. 设 f(7) 为 一 连续 函数 且 0<f(z)<1(0<z=1). RE 
不 等 式 : 


| taya 
| E> 1-[ Жш 


[提示 ] 试 与 命题 67 作 一 比较 . 
114， 设 ob Gs, ar 为 一 组 不 全 相同 之 正 数 ， 则 对 于 竹 平 远 
值 М,(а) = М, їп гї, H s>t>—0Rr4i 4 д; 


t ФМ, 2М,—М s ФМ, 
2 2 сны t, 
s d 5—1 t ds 


RY. XE f(z) 之 0 是 [a, b] LATRA, чүт (f)= 
M, 而 言 , 亦 有 同样 的 不 等 式 成 立 
[HE] 只 须 给 出 本 命题 前 半 部 分 的 证 明 即 可 ， 因为 后 半 部 分 


的 证 法 完全 相同 . 4 s>r>4>0. 了 则 
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ИЕТ 
I =a 


0 二 4 二 1, H-''AA+ (1—2)B> A2B!-2(A, B>0). 故 应 用 利雅 普 
诺 夫 不 等 式 ( 命 题 55) 可 以 得 到 
АМ, +(1—2А) MMEM = ОМ)" М) 0-9, 


= (MH E M ум)" M,. 
РЕА t)sM, (9) M,>(s—t)rM;. ЗЕЙ 


M. M, _ M.—M, 
(*) PIF < a L: 
今 命 r->s 一 0, 则 得 | М 
М,— М, К М.-М, .dM, 
" 5—1 = liar сж 17е таа". 


见 不 等 式 的 右边 已 成 立 ， 又 显然 (ж) 式 亦 可 改写 成 下 列 形 


„М.-М, <M: —M, 
r—t s—t 
于 是 再 命 r— t-r 0, 则 又 得 
i <s M.— M, : 
s—t 


赦 不 等 式 的 左边 亦 成 立 . 


115， 设 М,= М, (а) (0220), Ж ay, аз, +, an AEM. R 
证 


并 从 而 推 证 利雅 普 诺 夫 不 等 式 . 
116. ўа, as,…, a 为 相 异 之 正 数 ， 试 证 不 可 能 找到 一 个 大 
正 数 信使 几 i 二 入 时 恒 有 关系 式 


(д) man- Уа ооо (х) 


э 160. ° 


成 立 , IX B ШИП J "Жел £ 求 导 数 . 
117. 设 a,5,c,4,9, 纪 以 及 Pp 都 是 正 数 ,并 且 


a? +e P Kb, ц!/\>+1) шори), 


则 
ube—oca-4- zuab>0, 


式 中 的 等 号 当 且 仅 当 题 设 的 不 等 式 都 是 等 式 并 且 asti/us=bst1/ 
02 = с"! [и? 时 适用 . (Schury 
[HE] 设 2>0, 则 由 赫 尔 特 不 等 式 得 | 
ас(ц!/**)--ш\/ +0 ур (це) tD OD 
+ (ша)! 0с (це ша) (a! -Her 
所 以 | 
ace< (ис -- ша)Ь. 
118. б 2,7, 2 是 正 数 , 不 全 相等 , ПА 是 实数 ， 则 
z'(z—#)(z—z) 000—2) (0—2) +#*(а—х)(а—у):>0._. 
(Schury 
[证 ] 不 妨 设 0<z<y<z， 于 命题 117 置 p=1, а=у—2, 


b=z—z,c=z—7g, u= a, v=}, ш:= 2? HH 8, 


119. 设 Zi 22, `" Tn G 为 正 数 ， A = 5 Sira 
n—ljz 


o= (If FT G1, 2, 0), 


јті 
则 当 n2>3 时 


(аб G,)< (AAA). (Carlson) 


[证 ] š 对 i, j=1, 2, °° n, 令 А; = A,, Ci 一 Ci Е 


| 2 1/(п-2) 
K,T "°° TZ, Ti Tir ; : 
A; = TESS, 0 = (UE) ” (ыу). 
Ke ІҮ} x, 


则 > _4,;=п4, [Gs=@. 应 用 忒 尔 特 不 等 式 得 
3=1 


#=1 
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i=l £=1 і=1 =1 
Hp 
л п п 1 
Уо 2.) 
ё=1 1=1{=1 


п > б, < > A; =nA; 代入 即 得 所 要 证 的 不 等 式 . 
120. рер ФО) те B| (0, 25) Еі Е $'U'(z)2>0, Nik 
02,6, p>0 (i=1,2,+-,n), MI 
>р;ф(х;) >p. z, Ep, (2b—z;) 
A a 


Pi >р; 
a Èp: (2b—rz;) 
#( Хр, | 
式 中 的 和 是 对 宇 从 1 到 交 做 的 ,并且 等 号 仅 对 所 有 z, Pç 相等 的 情 
WEM. (Levinson) 


[提示 ] fG=9()-—$@b—8—4 460 Ей. 
121. оа, (G=1,2, n). MI 


2 
(iÈ) Fa-w )/Ba-e) , 
式 中 等 号 仅 对 所 有 z, 缘 相 等 的 情形 适用 . | EM) 


ПЕ] 于 命题 120 8 %(z)= lnz, р,=1, 5 二 当即 得 . 
122， 设 f(z) 在 长 度 不 超过 2 的 区 间 上 满足 条 件 1С) 11 
RIFE WIIK. 这 里 常数 2 是 最 好 可 能 的 . 
(Landau) 
GEJ 不 妨 设 f(z) 定 义 在 [0, 2] 上 ， 我 们 有 | 
FOSE) EES E) 十 二 (一 时 (б) 
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(04122), 
FERE) +f Сг) 02а)" А) 
(0а, 2), 
从 而 
дра) 700) 00) +f”) = a)» 
2|f'G)|<4—z(2—z)<4. 
PIPE. ЖИЧА АЙ 702) = a 13531. 
123， 设 函数 Сс) ЕБС Н Га, DETH, ЈЕВ) 1. 
则 
Lp f(a) +70) 
= usa 
м-ә), (170) 
= 4 [G b—a ) | 
(Туепваг): 
[提示 ] 利用 下 列 不 等 式 估计 积分 : 
(а) -М(2—а) (a<z<o), 
ГО) Иа). (аа); 
(а) – М(2—а) (а<1<В), 
Г) - Ма) (8<z<b), 
这 里 a, 8 的 取 值 使 Lz), ICz) 为 连续 ，， 
124， 设 函数 f(z) 在 区 间 [a, Б) Е яр, ЗЕН С) 
м. й менә 


| rosno- 


roio- 


Ip f(a) +f) 
| Рас – 0 670) 


+ o-a) (fO) f'(a)) 
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«00—07 a ag, 


式 中 | 
[Fa —2f (0) —f(0) | pop | 
Q’= 2 . 
Mb —a) — (Ff (0) fa) 
[提示 ] 利用 与 上 题 相 类 似 的 方法 . 
125. 设 f(z) 和 g(z) 是 [a，5] 上 的 两 个 可 积 函 数 ， 满 足 < 
f(z)<4, p<g(z)<B, 这 里 &,4, В, B 都 是 常数 。 则 


ROLO Lrf. Ga | ооа | 


<-+1-(4—а)(В—й). 
(H. Griiss) 
[证 ] 不 妨 设 a=0,5=1， 记 


[ taya = F, OL 
D(f, = | fGayaGaya — pG. 
ML DG, f) =(4-F)(P—a)— | [4-Kz)]LCz) 一 中 本 
<(4—F)(F—a)<--(A—a*. 
DG, g)= f EFIE) Ga. 
.从 而 由 柯 西 不 等 式 | 


DCF, 9", рд; 9) 104—9) В), 


| | (G. Griiss} 
126. 设 函 数 f(z) 在 [0, 1] 上 非 负 并 且 单 调 减 少 , 则 


> 164 + 


[araya | лса. 
е ` реак 
[araya (усаг 

[提示 ] | reytoyGe-0nt(e)-faylady<o. 


127. 设 f(z) 是 [a,5] 上 的 连续 函数 , 不 恒 等 于 零 并 且 满足 0 扫 
f(z)<MN， 则 ， 


(79 ) 一 (上 fGz)eoszdz ). (њав) 
‘xi zM? (5—а)*. (Diinkel》 
[证 ] анна J. MH ' 
л [АСР а —coszcosg— sinzsingy) dedy 


=| [FFO a сов (2—0) dedy, 


这 里 D=[a,b]>x [а,Ь]. 所 以 
олм" | [0 соз (2—0) dedy 


eol ) Я 
7: 
这 是 对 J 最 好 可 能 的 上 界 估 计 ， 题 文中 的 是 较 好 的 估计 ， 利 用 不 
а z— Z <sinz<z(a>0) 88]. 
128， 设 函数 g(z) 在 [0, o] 上 绝对 连续 , 9(0) = 0， 则 
[Ece < |° raya, 


式 中 的 等 号 当 且 仅 当 g(7)=Cs 时 适用 , C 是 常数 , - 
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ПЕ] #062) = |10014 (оаа). Пес) <А), 
所 以 
aig(z)g(z)1az<2 [оронсо ве (а). 
另 一 方面 , 由 布 涅 可 夫 斯 基 不 等 式 ， е 
ма = (waya Y< |a [Gaya 
=a| lg'(z) ldz. 
129， 设 函数 f(z) 在 [0, 如 上 绝对 连续 , 700) = 70) =0. M 
[ayay < А |" рса, 
式 中 常数 /4 是 最 好 可 能 的 . (Opial) 
[提示 ] ”利用 上 题 的 结果 即 可 证 得 . 


130. iz (2) [а, 8] 上 绝对 连续 .。 则 对 任意 c, а<с<ь, DA 
及 7 二 1, 有 


[Па таа 


а-о" 


式 中 等 号 当 且 仅 当 Сг) ет FJ NB АНЕ JH: 
1/(р- 1) 


Ao{(p—D leo) (254) 7 (2р—1)(с—а) 
:(2—а) +р(с—а)°) +Az+A (а<х<ос), 
аар) "(55 — Wu 
.(b—z)— рь c) А2 +4, (с<2%), 
这 里 A, Ar, А, 是 常数 . | 
[证 ] 对 a<z<b, 由 泰勒 公式 
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= Ке) _f(c)—f(a)|? 


c—a 


Їх) = 


fG)=fGa)+f')Ge-a FTF? ypc, 
式 中 фе) тах (0, x 一)， 从 而 


i М еса бадо» 


(0—2) /06—с) (с<2<Ь). 
所 以 由 赫 尔 特 不 等 式 


е 


ту ооа) а ТИ ОГА 


=|(2=1)%- р гона}. 


由 是 不 难得 到 题 中 的 不 等 式 . 
131. i Сг) Га, аа 则 
АРИ { a+b 
$ KOLERETO 2/(*2 +, 


式 中 常数 12/(b— a): 是 s ~ (Зморович) 

[证 ] 于 命题 130 置 7=2,c= (a+5)/2 MA. . 

132， 设 fp(z) 在 [一 1， ЕМИ х ЕЙ 
Er2>k2>. É P,,,- KO {зк т (在 一 1) Æ IE {A P MA 
数 o(z) 使 积分 值 

у= |, осумте Pp, (tn 
为 有 限 , 则 对 p>1, 成 立 着 下 列 不 等 式 ; 
рст с) на > 


(2k— j)! 


1-? 
y 2 )1(Е— 3)12*-) 


eC- OOD. 
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式 中 的 常数 7 是 最 好 可 能 的 ， 

[提示 ] 利用 命题 130 的 证 法 来 证 注意 在 两 个 1+1 重 捉 
点 的 2 十 1 阶 差 商 的 显 式 表示 (参阅 第 四 章 命题 97). 

133. i$ jz) 在 [一 1, 1] 上 绝对 连续 , 0-1) = 1,1) =1, 
f'( 一 1)=f(1)=0。 则 对 7 之 1, 有 


f eo aay. 
FENH Аа) =P eP aee sign z йй. 
。 85， 关 于 常用 函数 的 若干 不 等 式 
134. ( 约 当 不 等 式 ) 设 2 则 
paiesi 
[提示 ] sinz/z 在 ( 0, 部 | 单调 下 降 


135. ig0<z< 则 
> cosz- 


[证 ] 置 f(z) —z—sinz(eosz) #, 5 iE f(z)<0 
f'ae)<f'00)=0. 又 从 而 f(z)<f(0)=0 (0.2). 


. 从 而 


136， 试 证 当 O< z< ЭЖ. 
OE ss 2 4 
(singz) 2?2< z" 2 1—5 


[提示 ] 8 LOC DET 


由 上 题 可 知 f'(z)>0. 
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137， 试 证 对 所 有 实数 > F t, A 


2Z2 十 zsint +1 t 
т зак с Рм 7 
+(4— V7)< Z2 十 zcost 十 1 ` (4 7). 


[证 ] 不 妨 设 sint 天 cost。 上 式 居 中 的 分 式 记 之 以 y。 则 
(g—1)z2+ (ycost— sint)z+(y—1)=0. 
у 的 取 值 应 使 上 述 二 次 式 的 判别 式 为 非 负 : 

(ycost— віпЁ)2—4(0—1)22>0. 
ЖААК 000, m у: 是 上 式 左 端 关于 у 的 两 个 
零点 ， 而 所 说 的 零点 应 是 

(2— sin#)/(2— cost) 和 (2— sin (x+t))/(2— соз (x+t)). 
所 以 只 要 证 明 对 所 有 t 有 下 列 不 等 式 成 立即 可 : 


(4-/т)< s< i(a 7). 
骨 研 究 函 数 (2 一 sint)/(2 一 cost) 的 极 值 的 办 法 可 以 证 BJ 此 不 等 
IN: 
138. ХШ 
2 1 1 
元 <nll те (2220). 
139. 设 220, 2951, MI 
< 1 < 
З, а 
[E] х= кыа 所 要 证 的 不 等 式 化 为 


(Karamata) 


1,142 2 
-= < < А 
ау рс sS tt) 


(1-1 TI)">0 di. ` 


46: р 220, 2551. 则 
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log ДФ а 
f z—1 zta z 
[iF] 置 z==(1 十 纺 3/(1 一 好 3， 所 要 证 的 不 等 式 化 为 


ав Ш) 124-3 
2t i—i l1— >~ 


ЛОЙ ЖИЙ. ЖШ 


< 十 3 Ум" 3 Эту (1#1<1), 


(Кагатаѓа) 


<0 (0<|#[<1). 


即 Ean Te a 0 
141， 求 最 小 的 和 景 大 的 a, 使 对 所 有 的 正 整数 有 
(1+2) <e<(t++) `. 
[ 解 ] 命 (1+ 二 ) =e, 则 infg(n) 便 是 最 大 的 a， 今 


= р 00) 1р1. 


(2-2) (1) 


由 命题 138 З] 220 (2) >20. 于 是 
最 大 的 а=шїп ф(л) =Ф(1) = — 


类 似 地 , 最 小 的 B= sup фр(п) =limo(n) =— 
142. 所 有 带 侦 下 标的 伯 努 利 数 满 足下 列 不 锋 式 ; ， 


з 19081 Ba; а ат 
< 1) орт 2022.2)" 


[提示 ] 由 第 二 章 命题 95, 96 及 99 可 得 . 


143. 设 0<t <. 则 


t авіа + rs, (Djoković) 
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[提示 ] RG) = (162—0) /2, fr( t )=gCG(t)/t3. Wg a> 


е 
(< <). 
144. 1#0<2<1, Hi 


mtg > ыы a 12 =й (Becker-Stark} 


[证 ] 由 第 二 84 得 


2(22 —1) л? -| Ba] 12-1 
е x (2Е)! ` 


уса 


k=1 


所 以 由 命题 142 得 (=+): 


Pectis 2k-1 — pe = n 
由 是 证 得 题 中 不 等 式 的 右边 . 至 于 左边 ,时 


p(7)= оваа), 


只 要 证 明 wp(z)<0 (0<12<1), 由 命题 136， 


h N. 7А лі. m N 
Ф 01) (заа) 


>=(2—{1)@-*-1)>. 
145.( 伯 努 利 不 等 式 ) 设 z22—1,0<a<1. WJ 
(1+)*<1--ол. 
X а@<0 R а>1, 则 不 等 式 反 向 . 
146. кни каа «>0 Ж 


а+1 
trieg ID", 
@--1 


ит. ш © 0>а 1 hE 


+1). +1 


зр т ——<т*+(т+1)%+ Hn" 
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Ме ma ЭИ 
&--1 


148. Ба 和 yy 是 两 个 不 相等 的 正 数 ， 则 
мата (2—6 ү. ( 林 同 坡 ) 


[证 ] 左边 的 不 等 式 由 卡拉 马 答 (J. Karamata, 1902—1967) 
рк 139) 即 得 .为 证 明 右 边 的 不 等 式 , 对 >L, @ 


13—1 ара 3 G1), 
ЧОР Bt ds: 则 :f(t) = В iar U 


所 以 设 y<z 时 , 90/2) а=. 
149. jz 和 2 是 两 个 不 相等 的 正 数 。 则 


和 2/3 -| 2/3 , 3/2 
(一 +y ) <e! (a/y!) E-D. (Stolarsky) 


<E 


[iF] 取 对 数 ， k : 


2/3 2/3 
Spc 1+ Inz- 210 


一 9 
不 妨 设 y<x. Ж и= х/у, 不 等 式 归结 为 
Ра) = 199 41а 2-я ачаа) 0 (и>1). 
于 是 , 通过 下 列 计算 得 证 : | 
П е Inu 1 
了 G) = ы u(l +u’ 
' HI)? 0. 
PU =s Sui И, з} 
КГ 
二 《一 机 于 
ё'(їў=(—1)%(4%—1):>0, 
g(t)>g(1)=0 (#21). - єз 


150. а 为 不 是 整数 的 住 意 实数 , mAn HIEREN, m+n 
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Пу 
aop” T 


试 根据 第 四 章 命题 78 证 明 有 下 列 关系 式 成 立 : 
Zn(Z) 一 2*.(2) 


_  (m—l—a na) mra" quas ысы Жн 


{0<6<1. 
[提示 ] 由 第 四 章 命题 78 有 


TOSTO ("Y esa, 


g(t)=(t—z)"(1—t)". 
用 研究 极 值 的 方法 可 知 


0<g(t)— (1—z)"*t"<1, 


(m 十 саи 
151. 试 证 在 命题 150 的 条 件 下 , 又 有 
p,(z)—z°q,(z) 


_  (m—ayfn—1+aN mm" „С a 
t m \ Ж ыле za) (1 一 z)m+n， 


式 中 0 二 0 二 1. 
152， 试 证 在 命题 150 的 条 件 下 ; 当 m =n УЖ 
p.,(z)—z°q,(Z) 


е)" „а -a 1-а)", 
п п ` 


式 中 0<0<1. 
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[注意 ] 以 上 三 题 可 以 看 成 命题 145 的 拓 广 和 精密 化 
153， 设 mw 和 是 非 负 整数 ,m 十 二 0. 试 根据 第 四 章 命 题 75 
的 结果 , 证 明 对 2220, 存在 0,0<0<1,{# 


z Ы 001ү" тіпті т+ъп+1 >Z 
ga а ват — 


т 
ж v 
Е А z 
с=з ¿= 


маре vp 


О. 


q.(z)= ут 
ГА 


[提示 ] 由 第 四 章 命题 75 得 


e"gn(Z) 一 pn(Z) 一 эш ї"(Ф—т)"е'й 
s (—1)*x “| и ý 
=0(—1)" т\т! жн, 


(m + n) 1 (m 十 nti 
154. it 0<Ka<r <r, 而 2 为 正 整 数 ， 试 证 


тр (z, —a)'"— (ауа). (Dresden) 
ПЕ] 59-2", 则 
yz) ye) = yu <|” уса 
убаа) ааа). 
155. W f(z)=zsin-L(a>0), #0) =0, WB a< L 


ЯЎНА |f (ж) — f C20) 1/12. 22| 对 0<z <z,<1 99. 
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(Curtiss) 
[证 ] fuiste on ,Zz1] 上 的 值 取 遍 (7*) 在 [0, а] Е 
йй. 所 以 记 使 fGz)= jf(zo)(0<z 芝 zi) 的 最 大 的 T HJ Za 时 ， zz! 


<zit 十 2r， 由 是 , 若 a<, M: 


а) бао) = ffa) | E) da 


1/2 


«Лаа [| IPE | 


z, 1⁄2 
«Іа Ц анау | 
< |2 zo| [xi — t+ 21n (1/2) +rz'— ri] 
<| zı — r| [1+21n (1 +27) +27 |. 
=f 
Ea >g, RI a= (аа), а= (+) а | (n=1,2 


+), 则 
|f(z1)— f(x0)| =92% a-i в?°- (+ 去 s ! | 


[zı — tof" 


是 无 界 的 . 
156. i 1220, MI 


(er) <| taq Zae" ). (J. T. Chu) 

[证 ] за л= |е а. map=|[ eaqay, 
这 里 D= үн t]x[—t xt]. TE DE JS = (HPK) KS = 
(ение е), JEEE EER, MA АЛ 的 上 、 下 


界 值 . 
157. б 2, 和 zz: 是 任意 复数 ,而 с ЈЕ, ШЇ 
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Га+ара+о а tatg 2)!» 


式 中 等 号 当 且 仅 当 2502 MEM. O | (Bohr) 
158. i 2, AM, тї а, ый DIa =1 的 一 组 正 数 . 


则 
` ра Ба 12а [а 125 Бал] (Archboldy 
[证 ] 设法 利用 柯 西 不 等 式 : 
Ха, |z, Ха, |2,12 051]. [2,1 Y 
h > DT a SA | 
|z: | 
>|Z yx r> = h 
159. 设 z 为 复数 , |211. m 
— V1—z <Y6 ; 
(1+1 2)? 9" 
常数 ~/ 6 /9 是 最 好 可 能 的 
[HE] 设 0<t<1,1z|<i。 著 记 "= HS 1 -e 


=pe", W|1—t<p<1+t, 10| <, Ж#Н. 
Мр | 
1+p+2V/ р ёозчу 
固定 p, 上 式 右 端 关 于 161 是 单调 的 .151 的 最 大 值 应 当 在 圆周 | zx 
=t | — ре! | =£ 上 达到 。 由 此 解 得 此 最 大 值 19| =0* 应 满足 
2V p соз; = (IT pE. 


т = 


因此 


Мр 
=< — kj o  ——+.n т 
"ғр ару (000 
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„ЖЕ1-4<о<1 ERA, p(0) p =g UHV) 


VEENI 3t? 


A MANAA 


_М1-2 _ 
ГОГИ ра у) 


竺 到 最 大 值 


іє R(t) 


3024/4 — 32° y 
(]z|]|<4). 
_ 6 8 HH р 
-R(t) 当 0<ti<1 时 单调 ， В(1)<8(1—0) = =, 由 是 即 得 所 要 
证 的 不 等 式 . 
160. 设 % 是 任意 正 整数 而 z 是 复数 ， 则 


T 
Мы s 
[证 ] п=1 不 等 式 天 然 成 立 . Зара, M 
e (1+2) -| > ‚24 
+5 [1-(-—4)-(—* = 


油 于 和 式 的 系数 全 正 ， 所 以 题 中 不 等 式 左边 已 成 立 . 至 于 右边 , 可 
-利用 下 列 估 计 得 到 : 


о) зу -Ga 


< е! иг, 


2% 


2 


1 
二 

е 1 Ñ 

tm mn Gq g ©” 
关于 第 三 章 的 注释 


注 1 在 8$1 我 们 不 供 助 于 特殊 的 工具 和 理论 框架 而 纯粹 用 
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初等 方法 建立 了 一 些 证 题 ， 基 目的， 除了 提供 简单 的 平均 值 定理 
和 柯 西 不 等 式 (命题 ]5，26) 为 下 面 的 专门 讨论 打下 基础 外 ， 主 要 
是 演习 纯粹 初等 方法 的 运用 技巧 ， 这 里 , 主要 的 技巧 是 恒 等 变 形 、 
完全 归纳 法 以 及 利用 二 次 型 . 

注 2， 以 柯 西 不 等 式 (命题 26) 的 第 一 种 证 法 和 切 比 晓 夫 不 等 
式 (命题 28) 的 证 法 为 代表 , 以 大 量 的 例题 相 辅 助 , 我 们 首先 较 详细 
地 展开 了 通过 恒 等 变 换 建 立 不 等 式 的 技巧 ， 这 种 技巧 的 基本 点 是 
通过 恒 等 变 换 形成 一 些 可 以 一 眼看 出 与 有 关 量 有 大 小 关系 的 成 
份 。 例 如 , 形成 一 个 完全 平方 项 ， 从 而 该 项 必 为 非 负 (这 就 是 所 请 
“配方 法 ”), 又 如 形成 具有 两 个 同 号 因子 的 项 , 从 而 该 项 亦 为 非 负 . 
或 者 ,次 成 可 以 利用 现成 简单 不 等 式 ( 2 >, ав, >, 
等 等 ) 的 形式 ， 可 以 说 ,这 是 一 种 极 有 生命 力 和 创造 力 的 技巧 . 

ЖЕЗ. 完全 归纳 的 方法 是 首先 通过 特殊 情形 的 分 析 洞 察 其 内 
在 的 一 般 规律 ,然后 用 数学 归纳 法 加 以 演绎 地 论证 ， 请 仔细 研究 、 
比较 命题 20 和 21。 粗 看 起 来 ， 似 乎 两 个 命题 对 一 般 规律 的 揣 度 
都 有 类 比 的 基础 , 但 最 终 后 者 被 否定 ， 另 外 ， 合 题 11, 12, 13 以 及 
下 面 的 命题 85 的 归纳 证 法 也 是 值得 学 习 的 . 

ÈA 命题 34 可 以 说 是 柯 西 不 等 式 的 逆 式 . 类似 地 赫 尔 特 不 
等 式 也 有 这 种 逆 式 ， 这 类 课题 在 近年 仍 在 吸引 人 们 的 兴趣 ， 有 关 
文献 可 查阅 ЗАМ Review, 第 21 卷 第 4 期 ,第 550 Æ 557 页 “ 关 
于 柯 西 及 赫 尔 特 不 等 式 的 道 式 的 发 展 ” 

注 5， 命 题 14, 15，16 等 都 是 基本 命题 13 的 特殊 例子 .很 明 
显 的 ， 命 题 13 具有 这 样 的 几何 解释 : HE п ЖЕЙК ЬШ ЛЕУ ГИР {Т 
意 一 个 具有 单位 体积 的 维 正 交 多 面体 ， 其 % 条 交 于 同一 顶点 的 
边 长 之 和 必 不 小 于 n”. 因此 , 不 难看 出 , 这 个 命题 实际 上 是 同 这 样 
一 个 命题 警 价 的 : “如 果 一 个 维 的 正 交 多 面体 交 于 同一 顶点 的 害 
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条 边 长 的 和 是 n, 则 该 多 面体 的 体积 最 大 等 于 17. 事实 上 , 就 后 一 
命题 而 言 , 只 有 当 各 边 z, 都 等 于 工时 才能 给 出 最 大 的 体积 zi'za… 
Zn 二 1， 换 句 话 说 , 在 一 般 的 情形 下 , 2,220, zi 十 zz 十 … 十 Zn 一 
т, 则 必 有 z XY2… 1, 

6. 31 中 简单 的 平均 值 概念 在 以 后 两 节 得 到 了 充分 的 拓 
J". 8 2 的 平均 值 概念 在 初等 统计 学 中 是 基本 而 重要 的 , 因为 对 于 
一 组 数量 而 言 ， 平 均值 可 以 看 作 是 该 组 数量 按照 某 种 标准 所 决定 
的 一 种 有 代表 性 的 数值 (这 个 数值 本 身 可 以 不 在 该 组 数量 之 内 ). 
在 我 们 所 讨论 的 各 种 平均 值 中 ， 注 意 得 最 多 的 是 寡 平 均值 . 这 种 
平均 值 具有 较 广 泛 的 意义 ， 它 不 仅 以 算术 平均 值 和 调和 平均 值 作 
为 其 特例 , 而 且 也 以 几何 平均 值 作为 它 的 极限 情形 (命题 40) 而 包 
HEN. i : 

7. 命题 40 具有 较 深 刻 的 意义 .如 上 所 说 ， ЖОР 值 
M,(a) 是 算术 平均 值 的 推广 ， 它 主要 是 把 一 组 带 有 乘客 的 数量 用 
加 法 的 方式 来 平均 ; 而 几何 平均 值 则 是 通过 乘法 的 方式 来 平均 . 因 
Ж, 型 (oa) 与 G(a) 之 间 县 有 本 质 差别 是 一 目 了 然 的 ， 但 命题 40 告 
诉 我 们 , 在 极限 过 程 (7 一 0) 下 , H.,(a) р Ж Y Gla). Ae, xi 
例子 又 正好 说 明 这 样 的 事实 ; “极限 过 程 能 够 使 变量 结构 形式 产 
生 质 变 . ”当然 类 似 的 例子 在 数学 分 析 中 是 到 处 可 以 找到 的 ， 而 命 
题 40 只 是 许多 典型 例子 中 的 一 个 而 已 . 

注 8. 命题 43 中 的 不 等 式 G(a,p)<A(a, p) 是 一 系列 重要 不 
等 式 的 出 发 点 , 因此 把 它 称 为 基本 不 等 式 . 作为 基本 不 等 式 的 重要 
推论 之 一 ， 便 是 著名 的 赫 尔 特 不 等 式 ( 命 题 44), 而 赫 尔 特 不 等 式 
又 包含 着 闵 科 夫 斯 基 不 等 式 (命题 58) 及 利雅 普 诺 夫 不 等 式 (命题 
55) 等 为 其 重要 推论 . 特殊 形式 的 赫 尔 特 不 等 式 ( 命 题 47, 48, 72) 
在 解析 式 的 估计 中 用处 很 大 , 其 主要 原因 , 便 在 于 关于 共 轿 指数 
%' 的 选择 有 着 较 多 的 灵活 性 的 缘故 ， 至 于 闵 科 夫 斯 基 不 锋 式 的 基 
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本 重要 性 , 更 在 于 它 是 建立 二 "空间 理论 的 基本 工具 ,因为 有 了 这 
AREA Е 王室 间 中 强 进 “ 距 离 ” 的 概念 ( 满 直 三 角形 不 等 
式 的 要 求 ) 因而 也 就 使 I? 誉 间 成 为 < 距离 空间 ”之 一 种 (详细 情形 
请 参见 泛 函 分 析 的 各 种 教科 书 . ) 

注 9. 在 §3: 中 ,我 们 见 到 许多 积分 不 等 式 是 从 有 穷 不 等 式 通 
过 极限 手续 得 来 的 ， 但 其 中 有 一 个 重要 的 原则 ;” 那 就 是 对 有 穷 不 
等 式 而 言 ， 符号 习 . 在 不 等 式 两 端 出 规 的 霉 次 必须 是 章 次 的 [ 见 例 
题 79 的 提示 ):， 这 个 原则 实际 上 可 以 作为 从 有 穷 不 等 式 能 耕 过 滤 
到 积分 不 等 式 的 一 个 状 别 标准 ， 因 此 它 对 于 我 们 去 发 现 禹 分 不 
等 式 是 很 有 用 处 的 ， 举例 来 说 ， 闵 科 夫 斯 基 不 等 式 (命题 58) 的 两 


Mm AB дє È 的 二 次 齐 次 起 大 此 相应 多 积分 不 КҮҮ” 75, 76) 之 


存在 是 理所当然 的 . : 

注 10， 凸 性 函数 的 方法 是 研究 不 等 式 的 重要 方法 之 一，、 КЕ; 
的 后 面 14 个 命题 及 议题 (85 一 98 题 ) 以 及 § 4 з 107, 120, 121 
三 题 就 是 这 个 方法 的 初步 介绍 。 其 中 特别 值得 注意 的 是 命题 85, 
( 凸 函 数 的 基本 不 等 式 ), 因为 它 是 这 个 方法 的 最 初 的 起 点 . 

Ж11. $ 4 中 方法 的 多 样 性 是 值得 注意 的 ， 概 略 地 讲 ， 其 中 
出 现 的 方 灶 包括: “图 形 面积 的 比较 (例题 99 一 102),“ 条 件 极 值 
的 决定 "(命题 104, 请 注意 这 个 方法 容易 上 考生 大 有 潜力 , ИШ 
尔 特 不 等 式 等 都 可 以 用 此 法 来 证 ), “变量 替换 的 方法 "(例题 126 一 - 
129) 以 及 “泰勒 展开 的 利用 "(例题 122, 123, 130 一 133) 等 等 . 当然 : 
要 想 在 这 些 方法 中 抽出 一 些 普遍 的 原则 来 ， 那 是 较为 困难 的 ， 四 ; 
为 这 些 方法 的 本 身 带 有 很 大 的 特殊 性 , 也 可 以 说 , 它们 只 是 因 题 制 
EEDE.” 此外， 在 这 一 节 有 许多 命题 和 例题 是 利用 现成 的 不 等 
式 工具 来 证 明 的 (如 107 一 110, 14,117—119, 125 #81). ` 

#12. $5 中 关于 常用 函数 的 26 个 不 等 式 命题 和 例题 ,可 能 
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是 很 有 用 处 的 ， 但 就 研究 方法 而 言 , 却 比较 简单 ， 其中, 研究 适当 
的 辅助 函数 的 增 减 是 最 主要 的 方法 ， 其 次 则 是 比较 宕 级 数 展开 的 
系数 ， 不 过 , 例题 150 至 158 诸 题 的 解 题 技 巧 也 相当 丰富 , 值得 留 
Ж. 此外, 宜 指出 本 节 的 许多 不 等 式 都 具有 某 种 “最 佳 性 ”, 即 在 一 
定 的 框架 限制 下 不 容 再 改进 ， 只 是 在 陈述 它们 时 为 了 节省 篇 幅 和 
避免 分 散 注意 力 而 没有 予以 点 明 ， 例 如 , 例题 135 中 , 为 使 > 


көе ананы A 
又 如 在 例题 144 rh, ЭНЕ Ajace та Ву у (0,1) 上 成 
. 立 ,常数 4= 二 不 容 再 改 大 而 в жаал, 56. 


13. Га, Б ЕЖ Ва (т) MER a (a<1), 倘若 
ТЕЛЕК Е Дх З RIS fC) |SK |х,—т|* 4] aro 
а,Ь 都 成 立 ， 则 说 jz) 在 [w, bJ Еа Bth & s RDE 
Ша 除 利 普 希 蒋 (有 R.Lipschitz，1832 一 1903 条 件 ))， 例 题 155 是 
说 ,函数 rsin 二 经 对 其 可 去 不 连续 点 补充 定义 连续 后 ， 还 是 一 个 
亏 阶 赫 尔 特 连 续 的 函数 ， 赫 尔 特 连 续 性 提供 了 对 某 些 一 致 连续 函 
数 的 较为 细致 的 分 类 原则 . 

注 14， 例 题 6, 8, 141 中 表现 的 求 一 个 数列 准确 界 值 的 方法 什 
得 读者 去 仔细 体会 。 
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:第 四 章 ” 阶 的 计算 法 及 有 关 问 题 


本 章 的 主要 目的 在 于 ， 通 过 命题 和 例题 的 方式 论述 阶 的 估计 - 
方法 及 应 用 .开始 时 简要 地 叙述 o, О, О 等 记号 的 运用 法 则 ， 其 
次 讲 应 用 阶 的 计算 方法 以 判别 某 些 极限 过 程 (例如 无 穷 级 数 及 广 
义 积 分 等 ) 的 收 丝 性 与 发 散 性 ， 作 为 阶 的 估计 法 的 更 细致 的 运 
”用 , 接着 我 们 讨论 了 某 些 渐 近 式 及 切 比 晓 夫 质数 分 布 定理 的 证 法 . 
然后 在 第 三 节 我 们 又 讨论 了 几 个 与 无 穷 大 阶 强度 排列 有 关 的 问题 
一 一 也 就 是 杜 布 蜜 - 雷 茫 (P. Du Bois-Reymond, 1831 一 1889) 和 
ЎИЗ (H. Poincaré, 1854—1912) 等 人 的 一 些 命题 。 这 些 命题 
有 助 于 开拓 我 们 对 数量 关系 的 视野 ， 在 最 后 的 两 节 中 ， 我 们 对 已 . 
经 初步 接触 过 的 三 个 基本 的 渐 近 展开 式 一 一 泰勒 公式 、 欧 拉 - 马 克 
劳 林 求 和 公式 和 牛顿 插值 公式 作 了 较为 深入 地 讨论 ， 我 们 着 重 讨 
论 了 这 些 渐 近 展开 公式 的 拓 广 和 封闭 形式 余 项 的 处 理 手 法 ; 在 研 
究 由 这 三 个 基本 渐 近 展开 式 派生 出 的 许多 有 用 的 其 它 渐 近 展开 式 
时 ， 我 们 也 把 重点 放 在 如 何 处 理 余 项 以 给 出 合乎 应 用 要 求 的 阶 的 
估计 上 。 同 第 三 节 粗放 决断 的 风格 正 相 反 ， 这 两 节 是 比较 细致 踏 
实 的 技巧 . 

首先 应 该 指出 ， 阶 的 概念 与 极限 过 程 的 概念 是 不 能 分 离 的 . 
简单 地 说 , 极限 过 程 即 是 变量 的 变化 过 程 (由 量变 飞跃 到 质变 阶段 
的 过 程 ), 而 阶 的 概念 则 反映 着 过 程 中 变量 变化 的 快慢 状态 ， 所 谓 
快慢 状态 当然 是 按照 相对 的 意义 ( 亦 即 比较 的 意义 ) 来 说 的 ， 这 样 
说 来 , 阶 的 概念 在 数学 分 析 中 的 重要 性 也 就 可 想 而 知 了 . 

设 f(z), g(x) 为 任意 函数 , 其 中 g(z) 恒 取 正 值 ， 若 当 z->a( 这 
里 a 可 以 是 0, co 或 其 它 确定 数值 ) 
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f(z)/g(z)—0, 则 记 作 f(z)=o(g(z)); 
f(z)/g(7)—>1, 则 记 作 、f(z)~g(z); 
f(z)/g(z) 一 >4 取 0， 则 记 作 f(z)=0(g(z)); 
С) 1/90) <А, miete #02) =0(9(2)); 
Сх)/д(2)—эоо, ШПЕЕ Fg) ge) le). 
以 上 出 现 的 4 系 代表 一 绝对 常数 (有 限 实数 ). 注意 当 我 们 采用 o, 
0,0, ~ 等 记号 时 , 必须 指明 自 变数 z 系 向 何 值 趋 近 . 在 显明 的 场 
A, 当然 也 可 以 默认 га 而 不 写 明 .为 简便 计 , 亦 可 将 f(z), g(z》 
等 缩写 成 f,g 等 ， 显 然 由 以 上 的 定义 易 看 出 : 
}=0(1д|), g=o(|h|)==>f=o(1h|). 
f=O(|g|),g=0(|k|)=>f= (||). 
f—g,g—h— fah. 
#=0(14|), g=O(|h|)==>f=0O(||). 
}=0(191), g=o(|]h|)==f=o(|5|). 
f=0(|g|), a>0—>|fl*=0(|g|"). 
在 以 上 的 定义 中 如 取 9(z)= 1, M O(g) =0(1), o(g)=o(1), 
0(g) =0(1) 等 符号 的 意义 即 如 下 : 
当 f(z)= O(1), 即 表示 |f(z)| 过 4( 有 界 ). 
当 f(z) = o(1), 即 表示 f(z) 一 >0. 
当 f(z)= 001), 即 表示 f(z) 一 >A 关 0. 
0(1), 0(1),O(1) 等 符号 亦 可 单独 使 用 ，0(1) 即 代表 一 有 界 变 量 ; 
0(1) 即 代表 一 趋 于 零 的 变量 ( 亦 称 无 穷 小 变量 ); 0(1) 则 代表 一 趋 
近 于 某 一 定 值 ( 异 于 零 ) 的 变量 ， 显 然 由 此 定义 还 立即 可 得 出 : 
o(1):O(g)=o(g), 0(9):0(1) =0(9), 
O(f):0(g) =0(fg), 
0(7)0(5) =0(}д), 0(1):0(g)=0(9), 
о(1)0(4) =0(9). 
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>10(1)=0(n), Јо) = обл) (поо). 
k=1 


§ 1， 阶 的 估计 法 应 用 于 收敛 性 问题 
1. ik (7n) 为 一 实 立 数 , 且 于 n>oc 时 ,有 
7 1 £ 
f(a)=1+- 40 (==). 4>0. 
则 对 于 任 一 实数 r 必 有 | 
суу o), #>0. 
[证 ] 由 于 
% 1 % / 1 
(1+2 о(—в ))=2+ о(=5 ), y>0. 


ехр(&+ 0 (= ))= 1--2- ыр o(a IT; ), ден, 


故 得 
(J(n))' =exp(r-Inf(n))= expÍr( Z+ 0 (=) 


/. 
=exp( 2+0 (u=) = 22 а -0(- =т=): 


2. 1}0<0<1, 则 47=0(1) (z—co). 


] 一 二 一 一 | 
CGE] #0= 2420. 则 
e= ( 1 < 一 一 -一 >0 (:->оо). 
1+d; 1+zd 


3. 设 5 为 任意 固定 的 小 正 数 , WI 
z=o((1+ó)°), Inz=o(z°) (т->со),. 

[证 ] G) 不 妨 设 0<5<1. 于 是 

0<z/+0)°<z/+zó++z(z—1)69—>0 (z>). 
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Gi) В Inz=#, e°=1+d, (d>0). WA 222118 G) 8 
O<Inz/z22=t/e*=t/(1+d)'—0 (t—co wW s>), 
4， 试 证 于 z 一 0 时 
sinz—z, tgz~r,ln(1+r)~ r, e7"—1l~tr. 
又 于 zx- 一 0 十 时 z*—1. 
5， 试 证 于 20 z+ zT z Az, 
ПЕ] HrFz-oÁ(Zz) (аэ0+), i 
ма 3/2 z+Vz5=Vo(Vz) 十 E TE 
80 грр zë (20+). 
6. 试 求 下 列 极 限 值 : 
lim( 志 | е аид а s=). 


20 NS 


[ 解 ] 显然 所 求 极限 即 


lim lz (б-ке +оо Аз] 


290+ 

аг a 

зовет) 0008 

= 10+ lim 2790627) =}. f 

ET . ——. = 1 
T. Rikli vi Jarr -vrer 
8. i f(z ) 为 定义 在 [0, co) ув ЕВА. АЕ 
D 0/0) 00) G>Dm lf) laz<o0, 
i) PIE) (s<D 时 [Eds 


并 证 绝对 收敛 性 隐 含 收敛 性 . 
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[提示 ] 这 便 是 通常 关于 无 穷 积分 的 极限 审 敛 法 ， 
Э. 试 根据 命题 8 判定 下 列 各 积分 的 敛 散 性 . 


|== [ е, |Z =, 
| se |Z (2), 
үрчи, а). 
1 Іа(1 +) 
10. 试 应 用 阶 的 合计 法 证 明 下 列 积分 


(elz 一 1)s 
[Ia T zy z 


Ф а—2821 时 为 绝对 收 敏 ;而 于 a—20<1 时 为 发 散 ，， 
[证 ] 由 例题 4 可知 于 x->co 时 ， | 
(ST) 1 тке зүн, 


1/х 1/2 
ш ЕЕ үс 
| r yaya а L. a pe 
шу т!л чн 


(z— oo), 
二 此 根据 命题 8 即 得 本 题 之 证 明 ， 
11. ЗХ ТУЖ 21 9k: 


т dz 
—kh . VN Ñ s 
|, 14 2*ѕіп 27 RR 


[证 ] 34 (0 АА ВЕР 0 HERRA. 4-8 
j dx = = Z 1 
| r+ +2 


КҮҮ, МОЕ | 
г. -| а+дь dz Е -人 +1)я- 0а бх 
p= oar = 2 一 外 т 
gael He sin e? Saato . 1+zisin2?z 
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-4 
Ш v <26,. WER д, =k г 则 可 见 Zv, <o, 而 同时 


(k +1)= dz 


о 1+ (л)*зіп 20, +1 


(1 +1)я Р 4 2-4 z= 4. 
=Í. 0068) = O(k 3). 


六 此 >ox<co， 故 知 题 中 之 无 穷 积 分 为 收敛 . 
12， 试 证 下 列 积分 为 收敛 : 
yd dz 
| aaa b 
[证 ] 注意 被 积 国 数 于 х=пл 处 分 母 为 去， 并 注意 广义 积分 


2 K] 2 А 
| |z] deist, Н z<sinz<=z (0<z<#). 


SH 
[ dz z = ай dx 
oe (1+z2)|sinz|° n=0 91+ (1+2) | зіп [8 
п = 0 
则 易 见 
| z dx W -2 
ои таа | тая On ). 
因此 >u, ЖИК, 从 而 原 题 得 证 . 
13， 试 证 积分 | 352 dz 为 发 散 . 
~- 0 + 
[证 ] 显而易见 
° |sinz B? tds sinz 
ki v &= |, ө 


> о? 1 (n+1)= | | dz 
| sinz| 


° 187 ° 


天 一 一 5 当 且 仅 当 s<1 时 为 收敛 . 


— z 


14. 试 证 积分 | о (sinz)° a 


15. wena [26 
16， 试 证 | z?(lnz)*az 当 且 仅 当 p< 一 1<g 时 为 收敛 
17. 试 通过 变数 代 换 法 及 阶 的 估计 法 以 判别 下 列 广义 积分 的 


dz , 当 且 仅 当 + 上 <s 十 1 时 为 收 伍 ， 


| nzm，| mhnlzlla,| (2) а (a>0), 


f Do j м = q. [а-у (а, B> —1).. 


о: 2 + nz 
18. В f(7) 为 定义 在 [0, ce) 内 的 一 个 连续 国 数 , 而 
01) =0(2-'(12)-*%) (х—>оо), 
其 中 а>1, ИКЕСЕ хч 
/(ту= О (2-'(1а2)-*%) (хоо) 
而 a<1 时 , 则 | IFC) lde = co. 
19， 试 判断 下 列 积分 的 你 散 性 : 
[клы [ушш чег. 
并 证 下 列 欧 拉 积分 
Г(а)= Ка -ie-zdz 
于 а2>0 6, I T a<0 时 发 散 . 
20. 试 叙述 命题 8 与 命题 18 在 无 穷 级 数 方面 所 对 应 的 命题 


21. WERE DTG TARIK. 
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[证 ] 显 见 当 ”>co 时 有 


kL S a РЕ 000 9 
ln(n+1) n lnn n’ 


Si ы РК 
m ai # ШЕ О i >F BH TE. 


22， 试 判定 级 数 六 Onn) Ie la * буор. 
ПЕ] 由 于 2=elnn 1ап=е!" 1n n 故 


„= (Там)! In 2 一 e-(ln ln п)? 


= (е! ")- (In In м) (10 n) "1 =л n ln m)3(1n ya qe 
其 中 o(1) 为 与 三 同时 趋 于 0 的 正 数 . 从 而 
u,=n °D 0 (n7!) (n>00). 
所 以 原 级 数 Zu 发 散 . 
[注意 ] 以 上 将 表 作 mn" 的 过 程 可 称 之 为 “ 换 底 法 ". 其 
目的 就 在 于 便于 同 ”的 阶 作 比 较 . 
23， 试 判定 下 列 级 数 的 敛 散 性 : 


1 (1+1) ° 


ИГЕ т ч т] 
УЗ ее sin % » aa A Zr 
S Ona я)", Dipa =. Dy 
2 10 1 
r>} 
уе ) 


24. Ж: f(z) 为 连续 函数 而 Kz) /0 (соо), 求证 
>®- | Fe)u=5GD (в), 


[证 ] 由 单调 下 降 性 可 知 
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[fout ув @=2,з,+), 


k+1 


а= | аас) | eyd 


k-1 


‚ =B,>0. 
从 而 <a, <a, <| fiya = м. 
因此 2B, 为 一 部 分 和 有 上 界 的 正 项 级 数 ， 故 必 收敛 ， 亦 即 极限 
lim [Sw- Гуе еза уо Гиш) 
存在 . 
25. 试 证 下 列 极限 ( 欧 拉 常数 ) 必 存在 
limf1 а ina =p, 
26. 2 0<5<1, WEF поо 
(ay роо 


27. WEF 2 一 co 时 ， 


G) > (2 一 2 人 4 二 I++)=O(C1)， 


k=1 
Gi) > [AVE Ft] = O (1), 
k=1 


此 处 s 27222 之 整数 , A 表示 对 于 z 函数 以 1 为 步 长 的 s 阶 差分 . 
28， 设 ш,2>0, ш,51, ЖИЕ 


со со I со 
u 
2 P sss = «6, y 人 


[证 ] 由 于 “一 >0.， 故 有 常数 2% 二 0 使 几 пп, 时 恒 有 
0<<и„/ (1—и„)<<2н„, U? <и. 
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故 由 比较 审 绕 法 立即 得 证 . 


9.. 设 A= раву, Е EA KZE А, ВВС 


值 即 恒 为 正 , Еа А, 
[证 ] 可 先 取 差 分 而 再 求 和 ， 显 然 有 
—А„= А, А, = 1п(л--1)—1пп— 


1 
n+1 
PFET 3 n +$ 1 1 

= T3 — e> | (5 = 


n+#/ 1 1 
>| | ШТ ш 
” "+> hl 


a 
t (n+4)@+D 5\n п-+1 


Tn Хуп, n+l, … 而 相 加 , 则 得 


1/1 1 
AA >+) (N>n). 
命 N->co， 则 由 命题 25, 4,20. #8 A>, 


30. їси, 为 下 列 方程 所 定义 : 
n-i 
U(n—1)=ln{(2/e)"V n }—1ппу= Xyu. 


WEF п ЖЯ XZ i, u, 即 具 有 确定 的 正 负 号 , 且 =00), JF 
IEFTINE U, = C 00171), JkAb C 为 确定 之 常数 ， 
ПЕ] яна т— Ж, MAN ы n>0 时 ， 


1-х 
Jas r 
人 8 ш 工 一 Zn h 


-3 
其 中 + и <+. 又 于 z<< 计 时 显然 有 
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lbk- элй po S. d 1 
ngga РО 21 3! 2 ta gl 
(0<0<—1). 
因此 ， 
u, = тйк taoa] (0<0,<1) 
Е "ICL HOn)? (1—0,2,)° " É 


从 而 可 知 0<u 二 x 二 n“*。 故 命题 的 第 一 部 分 已 告 证 明 . 
хн Zu <, Е] Zm =0, 从 而 


u= w =0— Fic C+O(n-!). 


n+l 


[注意 ] 由 本 命题 可 知 下 列 极限 


пуш уу” 88099) 
存在 ， 亦 即 n(/(n/e)" (n —L(n—ço). 事实 上 ， 如 应 用 华 利 斯 
《J. Wallis, 1616 一 1703) 乘 积 公 式 


1:3-5- (2n—1) Же 1 
2.4.6... (2п) Мах 


尚 可 进一步 决定 出 =M2x， 因而 可 导出 司 特 林 (J. Stirling,1692 
一 1770) 公 式 


пу (n/e)"A/2m=m . 
31. Ж Ха, 为 一 正 项 发 散 级 数 , 8,= >а. ХС) 为 一 
正 值 单调 下 降 函 数 . 试 证 


G) | Jaya <o — УСТЕ 
(11) KOLE aes Sigm 


Gii) а, = 0 (1) 一 > SfGOa УУУ (ва 1)а, 同时 收敛 
1 1 


= 192. 


或 同时 发 散 . 
[证 ] (i) 显然 由 假设 可 知 


а) |, fs) &<|,_ fde, 


>a f< |" Gaya м, 


2 


同 理 可 证 (ii). 至 于 (iii), 由 假设 a,< К, ЖМ, 
0<Ja,f(s,-)— Daf (s ASKS fC.) f Cs) 
2 2 2 


= Кр) — f(s) SKF (s) <M. 
ЛЕП? R BO 27 ЭЗЕ ЯХ А — f АИ Ж. BOUE E e Sr sk El F 
32. і f(z) 为 正 值 单调 下 降 函 数 (z220), X a>1. 求证- 
Zf(k)5 Zat fCat) 两 者 必 同 时 收敛 或 同时 发 散 . 
[提示 ] f(an)2:f(z)2 f(ant') (а*<х<а"*!), 
аап) ау | fGaz(ai—an ft", 


(а) а ату |е oa> atf Catt) 


33. # ф(т) ^ со, ф(п--1)/ф(п)—>1:>1‚ MF f(z)>0, }(х)} 
SU, (п) Уф (п) (ó (m) A eerk E E Bx. 


м. ® a>, Ea,<co (а„>0). WYE V/T <o. 
[提示 manta, LAVT)? + (л-°)?}. 
35. ik а, { 0(n>œ). MW Ха, Ш #& Z É 3 ЖЕ 2)a,= 


| [提示 ] 2(а, + аһы He а) => 2n = Un. 从 而 na, >% 
. 193 = 


`(п->оо), 


36. i na, 4 0(л->со). 则 Ха, 收敛 之 必要 条 件 为 


s V (х) ылу. 


GEJ ж »= Га]. М 


sa—s,= Ула, оа рода, „aq 2n 


+1 ?十 2 п 
y+1 
1 п+1 dr 
_ 二 >na, ax 
>ra + я 1> а { z 
-1 
= па, An (= т ~ nn) 


| 而 5.20, s,>0(n—co). 因 之 n(lnn)an—>0 (п->со), 
37. # Ха, 为 一 发 散 级 数 ，an 为 正 项 而 递 降 . 试 证 于 ”一 co 
时 即 有 


+a са Tie 11]. 
теі -Heee Haon С 


38. 设 G, { 0, Za, <, выг ®п(а„—а„,)< оо, 

[提示 ] Sius 3 Е а й 
па, > 0. 

39. 试 讨论 下 列 二 级 数 的 敛 散 性 : 


(i) 1902-1) --(0-а 1) -P+ 66-1) 
(0+1) --: (2 十 7 一 1).6(6 十 1)…(6 十 2 一 1) 


n=1 


1.3.5...(2n—1) 
CI >( 2-4-6- (2n) А 
l G)H 


Un _ (+n) (+n) _ 
Шла (а-л) (В É š n) 
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14 s+0( 去 )， co 到 


故 由 高 斯 比率 审 敛 法 可知 于 C>1 时 级 数 (i) 为 收敛 ,否则 为 发 
散 . 


р un _ [2п-Е2\*_ p ne a 
GD 因 „= =(2+5) тн (my 


1 
— 
2 1 
=1+4—+0(). 
ят 2:>2 时 收敛 ,否则 发 散 . 
40. а, В 为 二 实数 . 试 应 用 司 特 林 公式 以 讨论 下 列 级 数 的 
ШЕ EE: 


Sera) (8551). 


[1 由 司 特 林 公 式 al — (п/е) 2/2лп 易 得 
(дету) Оаа) иеа" ав)", K>0. 


КАП a> 2 时 或 a==2, 8221 时 级 数 为 收敛 ,否则 发 散 . 
41. 1.50, H. 


Un+l peen p 1 
PA o(a), 
此 处 a 为 一 正常 数 , p 为 任 一 实数 (常数 )， 试 证 


51.2150 (п> со). 


GEJ 取 对 数 则 得 Inun — Inu =+ 0 (ir) (4>0). 
逐次 相 加 则 得 
па аар) DP 


p = O(k-!-2), 
从 而 可 知 > 1р, >Р(п->оо), 因此 上 式 可 写成 
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Inu,—Inu,= p(Inn-r->) + P+ o(1) (n— o°), 
19 №18 и, = len’ .ехр{о(1)), 1520. ЯКЕ /nl (п->оо), 
42. 5 


又 设 有 正 数 w 使 


试 证 级 数 > av 为 收敛 . 


DEJ 由 题 设 可 知 s 一 cs 一 o(1)， 所 以 只 要 证 明 0 Жс. 
由 于 


ж а<1, 则 由 1s, 一 on1“ 二 0 显 见 Е el om, 车 «>l, 


Ж 
17&7 g 1/8 
>e el On р ) (Z ) =0(1):0(1) 
=0(1), 
式 中 适合 去 十 方 =1， 所 以 无 论 如 何 о, 总 收敛 
43. 5 sin.z=z,sin,z= sin(sin,-iz) (п=1, 2,…)。 试 证 ， 
24 2 一 co 时 对 а 
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sinnT~— ; 
[түт 

х 3 

1 


[HE] АФ(2)=ф(2, с) = к: 


2% 
sinz=z—o(a°), 


#5), 


p(z, e)=z—-—-'--o( 


ВО с È <en, 存在 充分 小 的 zu>0, 使 当 0<z<zo 时 有 
ф(х, сь) <зіп2< ф(х, cı). 

我 们 注意 ,对 ф(2) = ф(х, с), НҒ ф(х) 一 z с, 从 而 令 pn(7》 

=Ф(Ф„-1(®)), po(z) 一 z, 则 g,(z) = ас, П 


1 
р) =, 
= rno 


由 是 根据 pg(z) 和 sins 的 单调 性 , 得 
ф(х, пс) < ѕіп,2<Ф(х=, псі), 


即 
-=< е аши 
V tn Vn, 
(0<z<z, n=1, 2, °). 


现 对 任何 ze(o, z), 由 于 0< зіп,2< siny g >0(n->00), 故 
HFE m= т(х,) 1 4 n>m BF 0< sin,z<z,, Ф524 n>m 时 


< sin 12 


1 
NM (зіп 2) ?+ (n—m)o° 


1 
ау (п—т)с\,` 
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利用 第 三 章 命 题 135 的 不 等 式 


gn 
л 
可 得 
所 以 
š <siny,z 
J ж? 十 п\1—-%—сз )+ncs 
< (+) 
A/z2—mo,)+no, ` 
1 1 1 
9 给 A 4 
最 后 , 对 任 给 e>0, зт © = << гун, 


并 依次 取 za, т = m(zo) in. E. 则 当 n>m 时 对 所 有 тЄ(0, ZRC 


í m 1—4 or 
WRX. BUR N= тах) т, 一 "r —, "eJ 
Ci  3(1+ e) 30a 2 


Ш ЭЖЭ IB 34 n> N 时 对 所 有 z€ (0, =) 


sina< a 
же „Ъз. — е А 
нат УЗ 
віп „2 > = 
V m(1— 4—0 )+no: 
1 1 -е 
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44. WHE, 下 列 级 数 

а" + (віп2)° (зіп ѕіпх)” + (зіп зіп ѕіпх)? + 
4 y>2 时 一 致 收敛 而 当 y 志 2 时 对 z€ (0, л) E ЩЩ. 

[提示 ] 利用 上 题 的 渐 近 估计 即 得 . 

45. iz Ха, 是 一 正 项 级 数 . 试 证 : 

(i) EFE EX от а, —а,.12та-°, | Za, ЖКК, 
ЖА ]а„=0О(а)(М->оо); 


Gi) 车 存在 非 负 实数 o MERMIE anr— an < Maht, Mi Ean 
发 散 . 

[证 ] G) 的 条 件 成 立时 а,,.<а,(1— тал"). 由 是 易 知 
a, ү0,0<1, 101 0<1, ЖА N, E n>N 时 有 та" 
三 1， 于 是 由 不 等 式 (1 一 1) <1 一 ot (0<i<1) 得 

az, Kag (1— та17°)°<а,(1— ота") =а5 —oman. 
即 

oman<as—as (n>N). 


由 是 可 见 Za, а, 并且 
Dh 


Gi) 的 条 件 成 立时 , ЯКЕ Ха, 发 散 , 我 们 不 妨 设 a.>0。， 从 而 
更 不 妨 设 o=0。 由 是 ,ari1 宇 ax(1 一 人 Ma;)， 
In a,,.i21Ina,+ In (1— Ma,). 
由 于 init (220), КЖ 221, WT J 0220 të 4 0<t<à t 
ln(1—4)2>—nt, АЛЕ п> fif 用 an<6, 则 与 此 同时 有 
Inap, > 1na,—nTMa,, 


>, a hi oa), 
ea nM 
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由 是 可 见 Ха, 发 散 . 
46. ЗЕ f(z) 为 区 间 (0, 和 ) 上 单调 下 降 的 正 值 连续 函数 ，F(z》 
<г, 并 且 有 常数 q>0, 6>0 适合 
/(шу=х—х!**--о(х!+%#) (z—0+), 
定义 f.Gz)=f(f.-aGz)), fo(z)=z， 试 证 级 数 
Fha Hfl YHf YH 
Эц уде, 当 y<ó 时 发 散 . 
[提示 ] E а, =, (г), 则 易 见 
аы = а„—үфа!*7-+-о(а1*Ў) (поо). 


由 是 利用 上 题 的 结果 即 得 . 


§ 2， 落 干 渐 近 估计 及 切 比 晓 夫 质 数 定 理 的 证 法 
在 命题 47，48, 50, 51 中 ， 记 号 ФЄФ RR p 是 一 个 在 某 区 间 
(0, ao) 上 取 正 值 并 且 单 调 增 加 的 连续 国 数 ，wp(0 二 )=0， 对 于 这 种 
函数 , 某 些 渐 近 估计 之 成 立 与 否 可 以 简洁 地 加 以 刻 划 . 
47， 设 ФСФ, 则 渐 近 估计 
[za oc) (80+) 
成 立 的 充分 必要 条 件 是 : 存在 常数 n> 使 


lim (79) „1, 
sop (ð) 


[证 ] ik 4>0 和 6o>0 使 对 所 有 适合 0<ó<¿ó, 的 6 有 
2 a) 
0 


(Бзри-Стечикин) 


则 对 任意 7 二 1, 当 0<8<08,/7 时 有 
[ esa <” O исар). 
3 t 0 t 


由 于 g(t) 的 单调 性 ， 
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n Ki 
| 20 а>] й p(0)1nn. 
ó ó 


JA Im бий). 1 
gno) іп 
TO 
现在 取 7 使 Inn>A. N 
2(70) 
pô) =e йш 


ЖУУН n>1 {ж lim. 1. 则 必 有 a>0 ЯП 8,>0, {& 
зи 0 一 6 一 0 时 有 
p(n) >n*p (ò). 


对 适合 0 二 t<6 的 任意 i, 取 自然 数 % 使 
n "OZtn "S. 


则 有 
ge(t)<m pN) K e Kn pnt) 
<(n+) 2). 
JAT. 
5ф(ї) 7 G ó dt n? 2 
| spa <(2) Ф09) 40) (0<5<90,). 


48. iZ PEG@， 则 渐 近 估计 


ZEGG) er 


残 立 的 充分 必要 条 件 是 : 存在 n> 1 使 


2(70) 
а 505 бд > 
[证 ] Ж i 一 . 则 
gp(6)- fe ФО) ш 
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<e) > Ё arpo Oa 


所 以 由 命题 47 即 得 本 命题 的 结论 . 
49. 设 a 二 0, 而 B 是 任意 实数 . 则 有 下 列 渐 近 估计 成 立 : 


[ове Int la оё" аде) (6—>0+). 


(Ini) (Inn) 
D o (Gs) G. 


[iF] 置 g(t)=t"|1nt|s, 由 
p(t)=t"-!|1lnti| (gllnt|—pB) (0<t<1) 
看 出 当 a>0 充分 小 时 ф'(1)>0 (0<#<а), М PED., TH, 


对 任意 7 二 1， 
Ма p(no) 
s+0+ @ (Ó) 


由 是 根据 命题 47 和 48 即 得 本 题 中 的 两 个 渐 近 估计 . 
50. 设 ФЄФ, 又 设 7 二 0. 试 证 渐 近 估计 
“p(t) p (ó) 
5-а =0(99-)  (зэо+) 


成 立 的 充分 必要 条 件 是 : 存在 7 二 1 使 


= 


lim 


гз0+Ф(9) 
[证 ]  А>0 ЯП 0,20 fE 
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(Бари-Стечикин) 


s paat aichi 


MHES 1, 34 0<në<ë B. 2®д<а 时 有 


plô) — fpl) "p(t) dt 
А» >29 й>|' ti? t 


1 
"3 1 [®ф(5) [© 89 
> — =) Z 4 — S |] = 
>| t al arri SA y $ Aj; Set da 


>n] PÈ лд К к Ф(19) 1 
7 


pti À `2p(nó)” 

即 

Ф(пд) -2742 p 

ф(д) = чч 
由 是 

TELP- о» 

所 以 存在 n>1 使 

KUY ILSA 

BZ, Winey, MEER «<р 和 à, 使 当 0<5< 

б 时 有 


9p(76)<72 “gp(o). 
对 任意 适合 д<4<д, 的 i, 取 自然 数 % 使 
n't —<n"óÓ. 
则 g@(t)<n* pi <. < Vg "tS 


(57 Ф(8). 


并 且 由 是 还 可 看 出 1 390) рк 4 о<д<д, Bb 
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аар ре 
à à ёо 
<| “ие ECO +оау=о(®? ; 
51. Ж ФЄФ, 又 设 ?0. 则 渐 近 估计 
е) обн (0) «>= 
成 立 的 充分 必要 条 件 是 : 存在 n>1 使 


[提示 ] 易 知 题 中 的 渐 近 估计 与 
ар(і) „_„/Ф(д) 
| ao r) (80+) 


а 
等 价 . -a 
52， 设 >0 而 为 任意 实数 ， 则 有 下 列 渐 近 估计 成 立 : O 
[бе аса ос 1) (80+). 


Ук: (Ink) =0(n*(1nn)’) (n>). 


[提示 ] 于 命题 50 及 51 中 置 
p(t)=t?r-°*|lnt|s (0<t<a). 


53. Ша, В №0, Darn (поо), WE РУК 


il: 
зы ааш" Че (a>0 B), 
ГЕП —C+O(n(Inn)2 (а<0 р). 
并 再 讨论 а= 0, 8< 0 的 情形 . (Francis-Littlewood) 


[证 ] 处 理 本 题 的 方法 主要 是 根据 下 列 的 阿 倍 尔 分 部 求 和 法 


(参考 第 一 章 Š 1): 
- 204 。 


л п-1 п 
(1) > a,b,=s,b,— 21s,(b;,i—b,) (=) 
1 1 


п- 1 


(2) 2 а,Ь, = (8. — 8), +80; — >)(5,— 8) (6,.1.—6,) 


(s=lims,). 


首先 , 当 & 关 0 hF, ЕСІ) b i=0,b,=(1nk)” (k2 1) 48 


Sa, iby =a (ая)? а. (1а2)* 
k =2 


n-li 


— 2 s, ([1In (&-+1)]'— (1п®)°} =s,(Inn)”' +c, 


k =2 


# a> 0, 则 由 命题 52 


On 二 CD O|)” 


ЭЕ (оину). 
者 @<0, 则 当 2 一 ce 时 с, 为 收敛, 记 其 极限 为 C, 则 
lnk = @-1 2А 
=0- 5 0 |. соу (Тав)! | 


k=n i k =n 
=б--О{п°(1плп)*-!). 
所 以 我 们 证 得 


Уа, (1) =С+5, (Тат) + O(n*(Inn)°"!), 
k =2 


其 中 C 为 常数 , 且 当 4 二 0 时 C=0。 这 个 结论 比 所 要 证 的 还 强 些 . 
事实 上 , 以 sron 代入 即 得 所 要 证 的 结论 ， 

然后 再 考虑 4 二 0，B<<0 的 情形 ， 此 时 s。>5s 王 1。 可 应 用 分 
部 求 和 公式 (2)。 易 得 
57 on ti Seo: о (BTI, 
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让 于 有 一 1 过 一 1, 故 由 收敛 性 可 写 
((InË = > (nh! 
>| L. = ) . 2 > =0- Za — а) ; 
其 中 
алу” (Тав)?! 
51<‹Мах, ) a -<oG)| mD i 


авар, 
因此 总 结 和 


pe (a= 0, 8<0). 


54. 设 Sla,=n+0(X/m). АШ 


n a, _ ee 
> Тат Г ора) (9-00), 
[提示 ] ES 于 是 得 


1 
взт St 


т ы = 


对 特殊 情形 a,=1 则 得 
= йз. p<. жаль 1 1 
ЫЕ im +2>'@-D ү RO 


二 式 相 减 得 


УУ =-0(У" осло (р) 
由 命题 52， 
Sl sk ua o( =) 
< k Onk)’ ` Gna)? 


> | у 00, 
z lnk 2 lng 


>u [at o (Ze) 


55. }# z 为 任意 正 整 数 ,2 表示 不 超过 z 的 任 一 质数 . АШ 
> [$ |us=za+ 06) (z—co), 


PKT 


这 里 | 元 表示 不 超过 多 TRKE. 
[证 ] 容易 看 出 zl 的 质 因子 分 解 式 可 以 写成 : 
а= ЇР” 


[ИДЕ 
事实 上 ， 构 成 乘积 а ZATI 2, е, z 中 ， 为 卫 的 倍数 者 凡 
P [хл namaz Га wa киин ел] J, 
等 等 ， 其 中 任何 一 个 因子 n<, 若 含 的 最 高 次 方 为 s， а= р": 
m, 而 mn 不 再 含 因子 p, 则 在 上 述 计 数 中 , EA р, p, e p 的 倍数 
总 共计 算 了 s 次 ， 由 是 可 知 zi 中 所 含 了 的 方 次 总 数 即 等 于 a, 
两 端 取 对 数 , WI 


Inz = Жа, тр = 5] £ ар (| ж |+ +5) 


P<I 


ШЫ 


> а а оре (2 аре 


. 207 • 


=> Py): т< DTE) (а->со). 


рее \ 
因此 - 
sasa, z 1 一 > 

тг = D| £ |ар+0() (z—oo), 

在 另 一 方面 , 我 们 有 司 特 林 公式 : 
lnzl 一 2lnz 十 O(Z) (х->со). 

故 由 两 者 比较 得 : 
> |Z p=ztarq OG) (z— oo), 


p<z L 


56. 设 {an}) 为 一 正 实数 氢 列 而 满足 下 列 关系 : 
A(z)== ls |e=staz+ OG) (z— co), 


s| 全 直译 的 整数 部 分 又 令 SEa 则 必 存 在 两 个 正 
常数 a, 使 得 对 于 充分 大 的 > 党 成立 下 列 关系 : 
e%z<S(z)< Өх. (Shapiro) 
[证 ] 本 命题 是 一 个 能 陶 贝尔 СА. Tauber 型 定理 ， 利 用 关 
#0212 5. >o 可 得 | 


ed) aA 
=>» |- E) + > [Z| > 


<n <2 - 


> S [2 = > a,=8()— 8 (2)>о 


z п 
P <n <<= 


由 O(z)I0 АГ ERAK AES a) 一 8( T) <K = 


s < n< 
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:对 一 切 3 均 成 立 ， 故 
048 (0/27) —S8(z/2”*!)< К+; (y=0,1,2,-..). 


各 式 相 加 即 得 S(z) <2K z, фий В=2К, 即 得 S(z) 的 一 个 上 
WEBEN 8(z) 一 0(z)， 故 由 命题 所 设 条 件 可 得 
> |a= 1,02 оа) | = >14*+0(8(а)) 


n< 


=zlnz+O(x). 


于 是 得 
Т(ау= 22 = 102 +0(1) (z— co). 
ДЕЕ Н ER T (z) = 12 +R), 此 处 |R(z) ISK: 今 假定 0<а 
<1, Ж 
4в = Т(т)—Т(ах) =1а-1-+ R(z)—R (az), 


ах<п<х % 
油 是 我 们 得 
: 1 1 1 
gso 22 > a> In——2K.,. 


如 在 上 式 中 取 &%==exp( 一 2K, 一 1).。 则 上 式 即 变 为 
S(z)>—qz. 
命题 至 此 证 完 . 
57， 设 将 不 超过 zz 的 质数 jb 的 个 数 记 作 a(r), 亦 即 
л(х)= БА 


p< <= 


ШЕЕ РАЈЕ ЖС 及 使 得 对 于 一 切 充分 大 的 x 常 有 


z z 
—=<x(z)< 8——. 
ат" < ) P (Чебышев) 


ПЕ] 今 在 命题 49 中 取 
а Оң n 0р), 
O (š р). 
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则 由 命题 55 sf (а, ira Gr 56 的 条 件 . 故 有 结论 
q%z<0(z)<Bzx, 


此 处 90(z) = 之 ,lnp， 又 因 z(z)= 了 1， 玖 由 9(z) 的 定义 可 见 - 


PST 


{л (z) = (rr) аа > in 地 < 六 Іар 


Мт<р<хт р<хх 
=0(z)<x(z)1nz. 
于 是 由 0(z) 的 不 等 式 立即 得 出 
«(зу ц 0. 
inz Inz 


在 另 一 方面 x(z) 一 x (z?) <28 
故 于 上 式 中 令 z 依次 换 作 夺 ,zt х®, … 并 逐 项 相 加 则 可 得 


л(х)<34.—©—, 
lng 


此 处 4 为 一 正常 数 ， 因 此 切 比 晓 夫 定理 已 完全 被 证 明了 . 
58. ІХ ШЕВ (Н. 5. Shapiro，1928 一 ) 的 弱 陶 贝尔 型 定理 
可 被 扩充 成 如 下 的 形式 : a>. 又 设 p(t) 为 一 正 值 单 调 增 加 
函数 并 满足 关系 : 
Аб) || £ tetanoa, (z->co) 


此 处 x~>co 系 经 过 这 样 的 实数 叙 列 而 使 上 式 中 的 黎 曼 -斯 提 捷 各 

分 恒 有 意义 ， 于 是 必 有 二 正常 数 B, 及 В. 使 当 zx 甚大 时 常 有 : 
В.х%<ф(2) < 82°, 

其 中 B, 决 不 可 能 大 于 1/a, 而 B, 决 不 可 能 小 于 1/a.. 

[提示 ] 证 明 步 又 基本 上 仿照 萨 比 洛 定理 的 原来 证 法 (АЖ 
将 加 式 改 成 相当 的 积分 即 可 )， 但 在 证 明 的 过 程 中 , 对 于 0<a<1 
的 情形 却 必 须 作 特殊 的 处 理 ， 至 于 推 证 B, 及 В, 的 存在 范围 : O, 
<1/a<B,, 则 利用 部 分 积分 法 便 可 得 出 . 
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59， 设 tau) 为 一 正 实数 叙 列 而 满足 下 列 关系 
а= (а, азоо) G) 


虽 必 存在 二 正常 数 8, 及 В. 使 当 z 充分 大 时 常 有 关系 
В.м z < > a, < 0, z. 


[提示 ] 这 显然 是 命题 58 的 特例 .当然 也 可 以 单独 证 明 它 . 
但 在 证 明 形式 上 要 上 略 比 命题 56 复杂 一 些 . | 


§ 3， 有 关 无 穷 大 强度 的 问题 

本 节 主 要 是 讨论 无 穷 大 强度 的 比较 问题 ， 在 本 章 开 始 时 已 说 
到 , 若 f/g->co(z->co)， 则 可 记 作 fo ж ф—3/. ИБНЕ / Ж 
于 $, 或 $ 较 了 为 又， 这 意思 也 就 是 说 ,的 增 大 比 $ 为 速 ,或 5 的 
增 大 比 f HR. | 

若 不 论 z 如 何 大 时 ,总 有 0<8<]/ф<М, фий ó, М 均 为 固 
定 的 正 数 , 则 可 记 作 fg%。 例 如 切 比 晓 夫 的 质数 定理 ， 其 意思 就 
Ж: 


(DA (290). 


XË S/o 趋 近 于 一 确定 之 极限 ( 异 于 零 )， 则 有 了 时 亦 这 样 表 示 : 
f 赎 $g， 这 意思 亦 即 相当 于 以 前 所 用 过 的 记号 f= О (Ф). 

60. 试 证 (lnlnn)-"3e "3ni"””* (n—>00)., 

СЕЈ В 151ат-е, #(151ал) "e", XIN Cnn)’ n, Ж 
non= e- 0992 e” (n>), 

61， 试 按照 渐 增 的 强度 将 下 列 的 无 穷 大 变量 排列 起 来 : 

2°, e”, (Inz) 09" (х->оо). 
[提示 ] 通过 换 底 手 续 一 律 化 成 以 e 为 底 的 指数 函数 即 可 加 
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u 
. #›,4 代表 任意 二 正 数 ， 试 在 无 穷 大 z(lnz)*lnlnz Б 
a, 之 间 插 入 另 一 个 无 穷 大 变量 , 其 中 т—>оо, 

3. 设 %(z)-3f(z)， 试 证 必 可 找到 两 个 无 穷 叙 列 {b(z))， 
Wee 使 pƏ%$,Ə%,Ə%,—Ə pa aF 及 ff 有 ff 
“Ep. 

[证 ] 只 须 取 


工 n=l 
Pn- = $" f 4 (n=2, 3,4, …)， 


即 可 见 ф„/Ф„-у= (f/$) TE> (а->оо), f/$,= (F/T 
(z->co)， 故 得 Ppap. FEB, 如 取 
fafo (n=2,3,4, =), 
则 易 知 Ehf fo. 
[注意 ] 本命 顾 的 意思 就 是 说 ， 无 穷 大 变量 的 分 布 是 到 处 多 
密 的 ， 因 为 在 任何 两 者 之 间 , 总 有 无 限 多 个 无 穷 大 介 于 其 问 ， 
64， 试 造 一 例 以 表明 这 样 的 事实 : 当 а оор, f, Фоо, i f 
/4 BUR co, 亦 不 趋 于 0 ,而 又 不 保持 在 两 个 固定 的 正 数 之 间 . 
[ 解 ] 可 以 先 取 两 个 连续 的 上 升 函 数 ф, 及 ,此 处 办 这 加 ， 
Ф. Лоо, ф, оо, 二 $u(z>00)， 今 取 一 系列 的 坐标 值 
LLELE LLE Le, (En >00). 
A P, Pa Ps，… 等 表 曲 线 y= ó,(z) Ей, KRBY т\, 
zoy za …。 又 令 Pa Ру, Po, … 为 曲线 9 一 加 (z) 上 的 点 ,其 坐标 依次 
为 za ze ze …。 于 是 依次 将 Pa Pa Pa P … 各 点 用 折线 联结 起 
来 ， 这样 便 得 到 一 条 无 限 延长 的 折线 工 ， 起 伏 于 9 一 加 (z) 及 9 一 
ga(z) 之 间 ， 令 工 的 方程 为 g 一 f(z)， 则 按 定义 有 ; 
=ġ, (x), H =£], £a, £g, 3 
O AN р), Fify 
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于 是 车 再 定义 另 一 函数 g= óG) ppan MUSE f/ 即 为 
本 题 所 须 之 一 例 . 

65. ( 杜 布 塞 - 雷 茫 定理 ) 设 Ppp, HRA 办 
都 是 增 函 数 ， 则 常 有 另 一 增 大 更 速 的 图 数 了 存在 ， 使 得 对 一 切 % 
而 言 都 有 

办 ЗЇ. 

[证 ] 在 未 证 之 前 首先 指出 一 点 : 即 条 件 Ф +1 Ф, 并 不 保证 
有 一 确定 大 数 4 存 在 ， 使 得 parón 对 一 切 x>4 和 ?>>4 都 成 
3F. 最 简单 的 例子 便 是 ó, =z"/ni. 故 在 一 般 情 形 下 ， 

| Pnt Фа = bnn (z>z,). 
其 中 zn 可 能 个 ce (n—co). 
但 无 论 如 何 , 却 总 可 做 出 一 新 的 叙 列 
0.30.30.3--: Sr 
245 TG)0, = pnt), Gi) ра 1—0) z K n EJ pR Sr, 
ЖЯ ИГЕ ЕҢ AAEE pk. 例如 , 当 已 作成 рро р, 之 后 ， 
WAF Ф„л-ф„—3Ф@Ф»„,1(а->со), KYA —х*„, 存在 ， 使 得 对 一 切 
I>a 而 言 总 是 On Yn. ВАХ 
T (7>2*,11), 
MaX (Pn, фа.) (z<z*,,4). 
此 时 显然 有 рур, 

于 是 为 要 定义 函数 ЈС), ГЛЕ ЕВЕ т=п 处 之 值 为 
п) = p(n) (n=1,2,3, =). EF f) #E(n,n-+-1) 间 的 定义 
可 由 填充 法 补足 , 而 使 之 合 于 条 件 : 

р.(2)<}(2)<№,,1(2) (n<z<n+1). 
此 处 f(z) 并 可 规定 为 连续 的 增 函 数 . 显然 这 样 定义 的 了 必 具 性 
ЛД ]/фа->©о (хоо), та, 
66. ТАШ: 当 任意 给 定 一 个 连续 的 增 函 数 $8(7) 时 ， 总 可 作出 
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一 个 整 函 数 (7) 使 得 f(z)C (z). . (Pcincare) 

[证 ] 所 谓 整 函数 即 是 指 收 和 敛 半径 为 ce 的 寡 级 数 工 aaz" 所 代 
表 的 函数 而 言 。 下面 的 简捷 证 法 系 由 波 雷 耳 (Е. Borel，1871 一 
1956) 所 作 . 

令 @(Cz) 为 任 一 图 数 (例如 D= mE Фф, А8 E 
升 数列 a 个 co 及 另 一 数列 {50} 使 合 条 件 

a1=<b,=<as<b,=as=…. 
g tos DE", 
此 处 у, 为 整数 值 而 +， 显然 这 一 级 数 对 一 切 x 都 收敛. 

{т а, <а<а, +1. W }(т):>(а„/5„)'". BF _a,>b,, ч 
ДАП АА >„ Е (1) у> тах (у, уз, t, Va-1); Gi)(a,/b,)"">> 
Dlan). TÆ /(®):>Ф lan) >P). 19 fe 9. 

67. 设 ó,(z)25 z ЖАТА 

фф, Có, 1. 
求证 必 有 一 增 函 数 f(z) 存 在 , 使 得 加 sfS1 对 一 切 z 均 成 立 . 

68. EDS n aG ЗФ, W| 8 В 了 使 得 对 
FTH n EA 0,—3f3@, Ж# р-ро p E р-р. 
ИШ РАР n {НИЛ YSE. 

ЕВЕ О В AAU JG 25 KARS On) К — 4 E E E 
RI n, 且 对 于 一 切 双 及 了 总 有 加 瑟 0 则 必 可 得 一 图 数 了 使 对 : 
于 一 切 я, 7 而 言 总 是 

Paf tp. (Hadamard } 

[提示 ] 为 要 证 本 命题 之 后 一 部 分 , 可 考虑 下 列 图 形 : 4, 
为 要 定义 ff， 我们 可 以 设法 作 这 样 的 一 条 函数 曲线 y= 了 (7): 第 
一 ， 它 必须 始终 保持 与 坐标 轴 成 锐角 ; 第 二 ， 它 总 是 由 下 而 上 的 
穿 过 一 切 曲线 у= ф,(2); 第 三 , 它 总 是 自 上 而 下 的 透 过 一 切 曲 线 
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题 68 图 ， 供 构 作 y= 了 (z) 时 参考 


у= pT). 
69， 设 f(z) 在 (0, 0) 内 有 二 阶 导数 , 且 对 于 某 一 实数 值 a ë 
于 下 列 条 件 : 
f(z)= o(z°) (z 一 0 十 或 z 一 co 时 )， 
f"(z)<0(z"“) (z 一 0 十 或 z 一 co 时 )， 
则 必 有 f'(z)=o(z*-1) (z—0-- s z—oo). (Hardy-Littlewood) 
[证 ] < ó 为 任 一 实数 (0<6<<1)， 又 取 zx> 之 0, 显然 有 


Рб дл) – бт) дар) 87" (2 92) (0<0<1). 
由 第 二 条 件 显然 可 得 一 常数 用 使 得 


Pato < М1 гуы на 9 @=9), 

<1Мх*-%(1—8д)°-* (а<2). 

以 此 代入 前 一 式 则 得 

Мда) (o>2). 

о(х*) д: (х); 
|< yasa а) (а-22). 


= N 


[之 


因此 于 z—0 + IF (së хоор) RNA 


М9 +0)* иш!) а f'(z)< 
<-у мда +9)*-2 (9:22). 

– -М9(1—8)*7% ате (2) «паг "pe 
<t mon-s)" (a<2). 

由 于 ó 可 以 任意 小 ， 故 最 后 合 6 一 0 十 便 得 出 
іта! f'(z)= 0. 
$ 4， 若 干 渐 近 展开 公式 及 其 应 用 
70， 设 当 z—0 时 , 依次 决定 常数 co ac G. 如 下 : 
limf(z)= ав, наў 292—624, 


lim fG)— канын 


一 Q2， БЕГ" 


lim С (astaga 12") _ 
z" 


Wns 


则 有 渐 近 展开 式 
№) 一 ao 十 Qi 和 十 aaz2 十 十 an2 "十 0(z") (z—0. 
71. (泰勒 公式 ) 设 f(z) 在 包含 zo 的 区 间 内 有 直至 4 一 1 阶 的 
导数 , НЕ r Ж п Ей. ОШ 
fz) Ў) HF з) аа) О (а) а)" 


+0((2—20)") (220). 
又 设 f(z) 在 包含 zo 的 区 间 上 绝对 连续 , 则 在 同一 区 间 上 有 


ра) р) Р (20) (3—20) ++ tf (а) (2—2) 


Теа 


т 
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72， 试 证 自然 对 数 的 底 e 是 无 理 数 ， 
[证 ] 如 不 然 ， едт, 这 里 т, п ЖН/Д ЕЯ 
数 ， 将 泰勒 公式 应 用 于 f(z)=e-z,z = 0,z=1,#8 
аач 
nl 
( ум 1 „А = š 
pamp, (1—t)"dt 
E 
区 全 你 ET +(—1)"*1(n—1)!m= 


т. (1—)"°й. 
此 式 左 端 显然 是 一 个 整数 , 但 右 端 却 适 合 不 等 式 
o<[ е-'(1—4)"@<1. 


这 是 不 可 能 的 事 ， 
73. (EAR) EPA) 是 一 个 最 高 项 系数 为 1 的 % 次 多 项 
式 . 设 f(z) 在 包含 ze 的 区 间 上 绝对 连续 ， 则 在 同一 区 间 上 有 


== 


f(z)— tm 0 DT [Pe-5(t)fe(1 ` 


(iF n+l 
+= a (t)dt. 


( 达 布 , G. Darboux, 1842—1917, ) 

[提示 ] 对 积分 项 多 次 运用 分 部 积分 法 , 并 注意 到 P (1) = 
Шш 

[注意 ] 本 题 的 公式 证 明 虽 然 简 单 , IB ZE Н E HIdE36 9 05. 
它 有 着 种 种 特殊 的 表现 形式 .例如 , 如 果 把 f(z) 一 f(zo) 看 作 其 时 
函数 pg(1) 的 定 积分 , MA 
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| ва Ур" [Per-"(z)pe-5(z)] 


+C | payo (ya. 


这 是 皮特 (K.Petr) 的 公式 .又 如 果 取 已 ( 轧 = 一 2)"， 即 得 命题 
71 中 带 封 闭 余 项 表示 的 泰勒 公式 . 而 下 面 的 命题 74， 亦 是 其 特 
l. ` 

74. (т) 在 包含 zo 的 区 间 上 绝对 连续 ， 则 在 同一 区 
间 上 有 


„ЖО и 
>= тар ` „эше Ир. (у > 2 
— ез 


мсн" fo (£o) 


1 


| атау). 


(Obreschkoff) 


[提示 ] 于 达 布 公式 中 以 m+ n 代替 n, 并 令 
P(t)= (t—z)"(#—z)". 


Т 
т--п—> ni 
peol m у" p@t) (=0,1,-,n), 
0 (w=n+1, =, n+m), 
а a ane (»=0,1, =m), 
0. @G=m+1,---,m+n). 
H. 
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Ит и. 


У У 


т-ту \ mini (т m+n 
( n еза \ "у ни 
ае 73 即 得 本 题 的 结论 . 
5. im n ДЕЗЕ, m-+n>0. 35 


四 КН 


Palt) = атаар PG) = э 


的 ЫШ. > 
у 


е*9.(2) р. (2) = 


则 


(=) 
(m+n) 


E u 


ee t"(t—zx)"e'dt, 


er= PaE) Loam) (z->0). 


[提示 ] Е р Ж (N. Obreschkoff) 公 式 
T 3х) =е*, z = 0 时 的 直接 推论 .第 二 个 等 式 亦 贡 显然， 因为 
е”д„(х)-—р„(ту=О(у"!"'!уй gE) ol c OCA 

本 命题 给 出 了 e” 在 z=0 [йд СН. Рааё): it. 

76. iZ а520 是 一 个 有 理 数 . WIE e 是 无 理 数 . 

[证 ] 显然 ， 只 要 对 а 为 正 整数 的 情形 证 明 就 足够 了 ， 于 命 
75 E а= а, т=п, jha Р= 1р, (а), = 10, (а), 
显然 PP 和 8 都 是 正 整 数 , Н. 

а __ БЕИ š n ` not 
Ре —Q |! (t—a)"e'dt. 


现 设 a ЖЕЛЕ е ДНЗ, Ф e° = 4, Per—Q=R KRAM 
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五 为 整数 ， 则 
р4__0— В, PA—QB=BR. 
В 

所 以 ВА 是 整数 ,但 由 第 三 章 命题 153， 


一 N! 2n+ləG 一 
ОВЕ т тув е°=о(1) (т->со). 


这 个 矛盾 推翻 了 e” 为 有 理 数 的 假定 . 
77. АШ е 是 超越 数 ， 即 e 不 是 任何 整 系数 代数 方程 之 根 . 


(Hermite) 


[证 ] КАЯ ДЖ? /(z)=e ,x0 二 0, 得 


" 1 
= 一- (n-v)( ， -т__ p(n-v) 
e 1 21? (z)e P (0)] 


= Ple й, 

11/0 

НП 
ЭРО) =e SP) +| PO edt. 
r= 0 »=0 ° 

= Sa) Dre) MI 


8(0)е”= S(z)-e'| Peat. 
注意 这 个 式 子 对 任意 的 % 次 多 项 式 PORRO. Mike PERE 
越 数 , 而 是 代数 数 , BH e 满足 整 系数 的 代数 方程 
co 十 ciz 十 caz2 十 十 cm2m 一 0 (co 关 0)。 
Ш 
0= > )с„8(0) e= Sie, Su) 十 > s|" Payta 


k= 0 
=D] +5,. 
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取 
1 


(p—1)! 
其 中 卫 为 大 于 冯 和 |co| 的 质数 .显然 ， OLES 


= [C —1)”mi]” ir- 1 Or, 0 y 
сш ы 


又 对 所 有 k=1, 2,…, m 还 可 表 成 
POD SF М-ду, 


P(t)= tr- (t—1)? (0—2)... (tm)?, 


这 里 系数 a,, „(ое р, e,n; u=0,1, =, In) 部 是 整数 ， 由 是 易 见 
>1, = Desu) =co[(—1)™m1]?+ Ур) 


ҮҮТ т ЖЛ, 其 中 第 一 项 不 是 了 的 倍数, m W ЖЛ 
都 是 jp 的 信 数 .所 以 >, 是 一 个 不 为 零 的 整数 ， 至 于 х, 由 于 


1+ 
РС) < im m? em? = OSSM), 
> 1 А у"? р-і 
РК! “a <|, etdi 
Í. «е Di та" 


所 以 


S|=<(eol tlc|+… + lonl)e" а =o(1) 
(p— o). 
因此 当 卫 充分 大 时 Z, +Z, 不 可 能 为 零 ， 这 个 矛盾 证 明了 。e 不 是 
代数 数 , 而 是 超越 数 . 
78. Ййа©ст,т—1,+°,1,0,—1,++,—п, 
т [m—a /n4-@ 
ы) P (и v )=, 


< т — © үп 十 а\ 
z£ ` ( y 
jx + 
4 j= 一 ” \л >/ 


试 证 
z°q,(z)— 


p. (z) 


бт — о т 十 т 
Е — үл Сеа)" тита, 
т п 1 


sii O ( (z кзн й (х->1). 


[证 ] 5 


r(z) = z“q,(z)— 


Zn(Z) 


у qa m 


Ц Е 0, 1,…, m 


3. 
EL 


y=0 


时 


Ке 


му e 


y Ши үт ТЕ Je 


У ÄÄ v Åk 
利用 第 二 人 


[24 


ГА 


—@ 


TA 


ao a 
СЯ C) 


үс | Ёё | °) 


9: 
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4 кш = y т\л—Ё 
m— k ( L ( n 2 


所 以 


2.0(0=0 (= 0,1, -.-, т). 


继续 疏导 得 
EROK aP T, R 


i сыч а ауп ay » о И? 
— r (х)= У ) I тт 
(т--1)! r = 0 У FN Vm = 1) 


2 —У) 


т nia n 
jao rz"+o-m-l 
13. й n /т--1 v 
m— a "J 
at А", Y, 多 101—2)" . 


PELAR 0) ДД Сй А 71) 得 


二 н 
ма" V аата pusa, 


78. 7800г) Га, co) 上 为 有 界 变 甘 函数 , НА ЖЕ 
limf” 1 (z)= 0 (»=1, 0, k). 


ма га пту f(z)dz E KAKI, 必 存 在 9 |0| <1, të 


| 


Sla i =N f(z)dz 二 Аа) 


n=0 
к=} В 
123. (2-1) 2» -1 
Per (а)Ь 
2287 1-я) ўа) +V ga- D)p2k-1}, 


DE 于 第 二 章 命题 108 2 n> НЧ, 

试 证 第 三 章 命题 7 中 的 曼 丢 不 等 式 可 以 进一步 精确 化 成 - 
xe = ç 2п = u Bon Р 1 a коң 
— 09) в aO D Rit О( жнт) (с->со). 
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[证 ] 可 应 用 命题 79, 因此 关键 在 于 计算 函数 
2z 
Катар 
的 各 阶 导数 ， 为 此 ,全 


F(z)=| fad La 


我 们 有 
(z22-+-c2)F(z)= 0. 
对 此 应 用 莱 布 尼 茨 微分 法 则 , 得 
(2 + с) FOO (r) -2(р 2) Е (т) 
+ (0-2) (0-1) Е (2) = 0 
(0=0,1, 5). 
55 FO)(z)= (—1)°»19,. M q, 满足 
(2° --с°)4,4:—229,41-9,=0 (>=0,1,+), 


z 1 
WF) 


РЕ _ _ 2% 
qı = К) лур 
解 此 二 阶 常 系数 差分 方程 得 


Ра „ая; 2 (=, 1,253, 
c(x?-+ e?) 2 


Ф = атс sm——. 
ма? Бс 
从 而 求 得 
ге. (C sia ile, (»=1, 2,…)。 
oarpen) ? 


以 此 代入 命题 79, 即 得 所 要 证 的 浙 近 展开 式 . 
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[注意 ] 实际 上 ， 我 们 可 对 渐 近 展开 式 中 的 大 0 项 做 出 更 确 
切 的 信 计 : 


81. (扩充 的 欧 拉 - 马 克 劳 林 公 式 ) 设 EAS fC) 在 区 间 [a, b] 
EE, ЗЕН С) а, bO EHH REHAR, Eral. 
则 fz) 在 5a, 5) 中 的 整数 处 的 值 之 和 可 表 成 

Ооз ета 

атъ 8 y=1 `° 


—B,(—a)fe-(a)) 一 二 | B,C—z)afe-5(), 
[证 ] 首 先 我 们 留意 


[5а = — > fü) (+). 
现在 合 
Р, =], В, (—z)4fer-5(z), 
т! 
显然 
R= Ва) 79900) — 1 | faB,(—s). 
Фе ræ2, | 


-L ['у=-э(хуаВ,(—) 


= | ОВС) В 


ti r=1, Mih B,Gz)=z— B C), 
225 =: 


— | £e-5()48,(— 


| 


_ [ iC) — z — [—z]—) 


= | аа У) РО). 


асі <ъь 


总 之 ,我 们 有 
в, = 08,0) 9) -В,(—а) 9064) 
Ву (т—>2), 
|р Keji- У] РО) (т=1). 


а<к<ь 
由 是 , 命题 据 完 全 归纳 法 原理 得 证 ， 

82. (振荡 积分 渐 近 展开 公式 ) 设 f(z, у) 是 单位 正方 形 区 域 
E(0<z<1,0<g<1) 上 的 二 元 连续 函数 ， 对 固定 的 0<y<1 
f(x,y) 是 0<z<1l 上 的 有 界 变 差 函数 ， 则 对 任何 正 数 2, е 


[ Fa, (Amyda = |. | ye， у) хау 


T “1 
+ Sl) (В, уена, р 
04+. Ù 


— В, (у) fO) (0, vy) dy 
ао вада) аар), 
这 里 (42} 表 Ат 的 小 数 部 分 ， 
[证 ] 作 替换 y 一 hz, 得 
人 re ааа, ч), 
1 1 Е I у \ 
б да ЦЕ ‚#)й. 


出 命题 81, 上 式 末 端的 谈 积 函数 等 于 
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1 a-y тфу 
е f= ta) +| (© oje 


logat i-t # =$ 
+ > Вр ре, y) B,G0)fe-r5(0, y)} 
dn a ey (т-1.0у Ty 
=], Boat ( s) 
=| f l B, -Afe y) 
.0 3014" r ý 
-B,D rs, 的 一 二 | В,(0— до) 049 (z, 9)- 
所 以 命题 得 证 . 


83. iE fOO (т, Е Е(0<т<1,0<Су<1) 上 连续 (y=0,1, 
‚т. 则 

1 ; | 

| f, aya |, юу 

0 0.20 

sh 1 1 

P = f(»- 1,0) 

+a h Виена, 


=B, (y) fO- (0,7)ydy-- O(À 7), 


这 里 
В», 


# 1 = 
TS Dt асу аар 


INI 0 (z, у) |°dzdy : „= 1 В, — Вы. 4}) 


`V 上 FESO, y) [24у ) 


(П-И, РЕГ A АЙЮ, M 


OA ЕА Jayn i 


| É (fe (a, y) асбу. 


(27): 


СЕЈ ЗША PERE pš 
. 227 > 


102) = 8,363) +0047"). 
则 由 命题 82， 
a (Q= -irf | e, NEB, (у — Ar) 


HS Aea, ГВ, 0) 


— В, (у) Jay. 
еа? 分 别 应 用 柯 西 不 等 式 , 经 过 如 下 的 计算 加 得 : 


| | 28,0022) — В,С Jrdrdy 


( 


A 
Lafi | 5.620: —2B,G—42)B,G) +B, (0) ]dzdy 


2 
1)? Jo 


= ие т+т- 109) 一 Вау 109 — Az) ‚„В,- 7) кз 


= 
(т 


а | Св, В,00—22)18,00)ау 


| 一 


(十 2 一 1)1 статуту ИК 


ог түғ-1 'В,,—В,,(-- л) 


= ууй т-1 ү D,, вс 2) |. 
чем [= (21-1-1014 | 


类 似 地 


Z=: | By —B, Cy) dy 


er [B,(y)—B,(y— A)]B, (ydy 


1)” 1 В›,— В,,(— А), 
(2т)1 


84. 试 证 渐 近 等 式 
| cos (2x2) sin (294г) dz 


=2(— 
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1 <a (—1)* (2л ү. 
Бат! =) | sin 2ra) But(z)az 


+} >e. 
85. 在 命题 81 的 假设 下 , 求 2i РО) 247 Жл. 


> Туе > #0). 


-b<k<-a 


对 右 端 的 和 应 用 命题 81, 得 
> уе | f(z)qa рэ ы {В„(ь)]°-Э (Ьу 
—В,„(а)]“ "U (a)) 十 сэ. -f В,(1)4]°- D(z). 


86. (加 内 格 点 问题 ) 设 以 RGz) 表 示 圆 u Hoa 风格 点 Gu, 
>Н. АШ 
RGz2)=xz+QO(/ z) (z—oo). 
[证 J] 下 边 图 形 中 的 格 点 数 (虚线 上 的 格 点 不 计 在 内 ) 可 用 
Бы 57 [л/а ]= > Ма—и* 


üw: z онду 
= X (Ма Y= X,— 
0 <и< V/Z 


表示 , XMV ru ОЦЕ i u” 的 整数 和 小 数 
部 分 ， 所 以 | 
пава 1-4 [2 +1 
=8X,—2z-rO0(X/ z). 
对 和 式 D: 应 用 命题 85, 得 
• 229 e- 


cs 0 y. EA] E, £. 1 иы, S 
аа Нэ ЕНЕ a~ z +001). 
钥 是 代入 上 式 即 得 . 
[注意 ] 在 本 题 的 证 明 忠 ,对 >, 的 估计 已 精密 得 超过 了 问题 
芍 需 要， 但 是 这 种 不 平衡 卖 明 ， 我 们 只 机 能 必 法 改进 > 的 估计 ， 
使 能 对 R(T) 的 估计 作 进 一 步 的 改进 . 例如 , 如 能 估计 出 
x = 


_ т O (х Inz), 


tolm 


В(т)= zz > О(х11ах) (z—o). 
ЗЛЕ И ДЕ (ала ЙТ ЖЕ СМ. Sierpinski) 的 定理 。 
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Е 插值 佘 项 阶 的 估计 
插值 多 项 式 未 必 收 敛 ， 事实 上 插值 过 程 是 一 个 渐 近 展开 的 过 
程 ， 本 节 将 研究 这 样 的 问题 ， 怎样 根据 被 插 函 数 的 光滑 性 来 计算 
插值 余 项 的 阶 ， 在 这 里 ， 差 商 的 运算 技巧 起 着 关键 的 作用 .我 们 
首先 将 通过 若干 命题 和 习题 十 分 经 济 地 引出 关于 差 商 的 一 些 重要 
关系 式 . 
ВЖ f(7) 在 节点 zo 和 zi: 上 的 (一 阶 ) 差 商 ， 当 ror 时 定义 
为 
f n J= EDA, 
差 商 是 一 个 算 子 ， 在 形式 上 ， 不 妨 倒 过 来 看 ，f[xo。，7z1] 就 是 算 子 
[zo zi] 作 用 在 了 上， 如 有 必要 指出 是 把 了 看 作 哪 个 变 元 的 函数 
而 作用 的 话 , 可 把 该 变 元 写 在 方 括号 […] 的 左下 角 处 ， 如 
Fu y [z = Ghi) — Tt, в) 


11—20 
对 于 三 个 不 同 的 节点 zo, zu 22, 定义 二 阶 差 商 
F[zo, zi 12] = fl[zo,zJ]J.[z i, z,]= }[ о, zy]; [Zy, T]. 
一 般 地 ， 对 于 不 上 LIL 个 都 不 相同 的 节点 жо, ж, …, ze 天 阶 差 商定 义 
为 
хо, 21,59, £p] = Рао, £1, е, z il Саа Fe] 
= хо, Tile, Cti, AA EN E z,]. 
我 们 还 把 f(z)= f[z JS FERNAN. 
重 节点 的 差 商 当 作 节 点 全 不 同 的 差 商 的 极限 : 
FErz, e, z]=fl1zt*']=limf[zo, т], 
Ё-Е1 4 
这 里 假定 zo,…, zx 五 不 相等 , 且 都 趋向 于 z. 一 般 地 , 则 命 
Раб! gitti... ze 1] 
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= то, "t, Ti, Yo, t, Yj, 50 5 2], 

这 里 z, >xr(u=0, ө, 1), y,—>y(»= 0, ө, EDA e., Zz (4 一 0, Ө, 
k), 且 各 不 相等 . 

上 述 定义 中 的 节点 , 不 必 限 定 为 实数 ， 当 为 复 变 函 数 时 ， 节 
点 可 以 是 复数 ， 但 是 我 们 下 面 只 针对 实数 的 情形 来 讨论 ， 读 者 自 
己 不 难 识别 ， 哪 些 命 题 对 复数 也 是 成 立 的 ， 我 们 还 以 <zo，……，, zt> 
表示 zeo ху И ТИ] 1ш, PROD zo, zx 为 实数 时 ,<zo t, w> BIP 
表示 区 间 [minz, тахт, ]. 

1 2 


87.， 试 证 差分 和 关 商 之 间 有 如 下 的 关系 : 
fiz, st1, ,+h]= ЈО, 


88. б To, £i, et, т, 各 不 相同 ， 试 证 差 商 具有 对 称 表示 


i Пе. ғ) 


[提示 ] 用 数学 归纳 法 来 证 . 


83， 设 g(z)= 去 , 则 对 全 不 相同 的 节点 zo т, ++, д, 


g[zo, Fiy "° x] = сс”, 
лел Ty 
СЕЈ 由 命题 88， 


gLzo, z, z ]= >) k 1 
: С" z, JT (t — 2u) 
Do r _( 


— 1 y 
aA ye, 
Toit, s Tar, Tolir Tr | 


=0 A=0 
#= y 

其 中 
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h(z)= >r = =. 


有 


JA k k £i, Вій E һ(х,)=1(>=0,1,.+,‚&). ВД h(z)=1. 
НЕ, 

90. б 20,21, … Ejs 各 不 相同 试 证 差 商 算 子 满足 结合 律 : 

ЎГа0, t, £j, e. 14 二 了 [zo +60, z; J. [2;, t, Z; J. 
[证 ] 由 命题 88， 
fzo, t, 23]= (25) + @(«;), 
Pp(7)=— > Кы) 
**0 (ш—т, Пе. y 


2 


ф(х) = ofa) _ 
Te- Аў: 


再 由 命题 89 和 88 求 p 和 的 差 商 , 我 们 有 (仍旧 记 9(z) 一 二 ) 


34-1 
ф[х;, уш) ]=— Syr fl, ) yr ——vwEr; —z,, а Te] 
o е, z) 
0 
о Gr): 0, 1.) 
һј д0 


Азу 


Р З - k Heo) sk e 
>= “Пе, 一 z,) 
и=0 
j +k 
#[т» =", za ]= >1= fa.) 
сы Пе, =a). Пе, — 2) 


kz; 
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所 以 
Ff [zo, +", 21:2 tt, Z; ]= Prj, =, jar] HPE t, 251 


itk 


=) PA ү НА ЖИЕ 
Le, lle, 
г] 


By 
一 了 [zo t, Zj]. 
91， 设 ze go Ej, Zos 2 各 不 相间 。 则 
ШЕТ e, Zi, Yos ***, Yj, t, Zo t, 2ь] 
= fLzo, Yo, …， Zo ]z Lzo, ens, £i ls Lyo, мв, Yil Czo, Zl- 
[证 ] 由 命题 88 可 知 差 商 关 于 节点 是 对 称 的 , 所 以 
f[zo, ee, Zis Yo ttt, Yj t, Zo t, 2] 
= f[zo, … s Zo, Ti, tt, Ti, tt, Zp t, 217; 
ш 90 即 差 商 算 子 的 结合 律 即 得 . 
2. то, ту, ,zz JHI]. E РОС) (Ето, ee, z > БЕ 
续 , Wi 


1 rt чаза 
л а] | їй | | dt, | ЛС 21) о 
-0 “0 “0 


+(Cti— ta)ti teet (tr-1— tr) -1 PETOK TE 
(Gerocchiy 
93， 设 zo ,zx 各 不 相同 . 者 大 "7Zz) 在 <czo ,zz> 上 连续 ， 
则 


r1 1 
fl ee] 一 | (Da 


atp 
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£—z (11—00) + (z —zi)tit tt (z, —ху-,) е, 
(0<t,<1,---,0<t,<1). (Genocchi) 
94. 试 将 命题 92 和 93 的 结果 推广 到 含 重 节点 的 情形 . 
85. IE ao rz …, zn 各 不 相同 .车 f(z) 在 z=z, 的 近 旁 连 
(= 0.1, n). H 


1 се zt +1 #.*1 
fleis TE ,Rn ] 


БЫ ырл} Lro, ту, е, 25], 
PESA 
а, == 

oz. 


[证 ] 由 命题 92 93 取 极限 即 得 
а= feo). 
这 是 "0 的 情形 ,一 般 地 , 由 命题 91 取 极限 得 


ПЕ Еа 
Р унар" Чын В 
由 是 把 已 证 得 的 公式 分 别 应 用 到 zo, …, zs 上 去 即 得 . 
96， 试 利用 命题 95 证 明 , 在 相同 的 假设 下 有 


ЕГЕ 


n k, i 
= 5 k, fP Cr, ) DE- Ц С, 2, -bt 
— 0\7 Вб 


[证 ] 把 命题 88 的 表示 式 代 入 命题 91 之 等 式 的 右 端 , 我 们 有 
Кав, аы, ан 


та 2р) [2e] 


“К! 9 


и 
#= у 


然后 , 对 DI: (应 用 莱 布 尼 茨 求 导 法 则 即 可 . 
97， 试 证 , 若 ry, B. fO) Су) 4 fE, WI 
firt, 01] 


к /2k— 
5 | He DESO) + (ESAE), 
ш MOR у ј 


98. ІАЕ, #7 25у, H. fE CHEE, WI 
` frt +, y]=(y— zr) - (TCD 一 xu: г)" fe Œ). 


99. АШТА D ss ARI E НЕ kr 2 MI: 
f [zo,***, £e Jzo [zo, Te м] (20T: 41), 


Ла, онна (Da,fLz, | (20= 2.1), 


IK тд zo, …, xx 中 与 xo 相等 的 节点 个 数 . 
[注意 ] 用 这 个 法 则 来 列 差 商 表 是 颇 为 方便 的 .特别 ， 若 仿 
то аьа, 则 


Га, o 2660] о, 6, 22] (2, 413520), 


21.1 To 


Дх, чаг 
pt Ж 
(k i- Lyf ао ) (2,1220). 


这 种 列表 法 省 去 了 对 一 般 差 商 求 导数 的 麻烦 , Bel (a pe 41. 
100. 设 P(7Z) 是 一 个 nn 次 多 项 式 , 则 
?一 有 次 多 项 式 (Еп), 
PTz.zi yz] 一 ao (k. n), 
lo (k>a), 
这 里 ao 是 PORS КЛА. 
101. iX 7205) схо, t, z > EIER, WIIF {E EE<To, t, z > 
使 
。236。 


Дж», е, z ]= f: сё). 
102. iZ 


>—1 
(хх) =1,0,(0) = Ц с) (>=1,2,+е,п-Ь1). 
= 0 


Н (т) = fGo)-r Уо, t, 2,J0,(7), 


(1) = Кх) — Нбх). 
MINEA ОЕ т Сп HERES A k т, 有 


L 
f s= Фа Fy РЕЯ От» (т) s5 
Е м Тл +L zo, ‚Жөе (z Eie) 


T Да еу ави, 


[证 ] 对 m 施 行 归纳 法 ， 据 定义 ， 
Вт) = feo(z)— H(z) 


二 
-ECE I fE, 11) 


k-i › 
+> (f[w ,wo Se ds =f LE To, ***, z, -, 1) 
у= 0) 


4 JUro, e, m 0) Уо, e, z, Јо). 
于 是 由 命题 99, 我 们 得 到 


А А 
RO (z)= k! > [L st, Zo, '"", 2,.,](2—2, = 
r=0 


Р 


ре Е+1 
所 以 命题 对 m = 成立， 
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现 设 命题 对 适合 k<m<n 的 rr 已 成 立 ， 求 导 
©л+1-›(®) = Ф„-,(2)(ж—х„_,) 
得 
Әт (1)= Om TIT Tn) + (k—r)on y 1 (т). 
即 


е2) _ or (z) ogy (2), | 
(КРИ @-ь2 б=т (иу 0 


以 此 代入 归纳 假设 , 即 得 


k (k— v) 
ваза) Уа go =, En et) 


= 0 


Om (T) | 


 (k—v—1)1 
一 >} firo = z, Jo (z) 


k 
=k! > Г, Tos °°, Bica] 


»=0 


Гад". жь. see Om, (2) 
— fiz ‚ 20; s Tm+1- id) (®—›)| 


+f[xo stts Гл Пу (т) 
г 5з Ло, ++, ж,]ө (=) 


y=m+1 


K ОТЧ) (2) 
=k! D fiet, zo tty Tm+l-y 2 тае 
са (k—vy)! 


— 5 fto, =, £, 10, (T). 


MERMA У m 二 1 亦 成 立 ， 证 毕 . 
在 以 上 证 明 过 程 中 , 我 们 反复 运用 了 合 题 99 给 出 的 差 商 递 推 
算法 . 
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103， 于 命题 102 8 k= 0, 我 们 得 到 
fG)=fGo)+ D flr, а-а) 


+f[z, To, ***, Zn] I-s). 
- 试 直接 推导 上 述 牛顿 插值 公式 ， 
104. i FO Э(Т){Е<т, хо, t, tn> KÆR. MIEROK 
FE &Є<#, To, … a> (= 0, е ‚®), 使 
ВӘ) (z) _ t SUPE), ok, „?(т) 
k! 2 а) (Fp) "(зи Рн 
:特别 , 存在 EEST, то, e, т > AE 


R(z)= £ = iR П (2—21). 


[证 ] 于 命题 102 E Ап, 得 


FO Cas ?二 1 эз бу; y (=) 
k! = >f -一 一 一 一 (k— v)! (z— —_»)» 


Ж] ЕД йш 17 ЖЕШ, 分 别 应 用 命题 101 即 得 . 
LÄ к= 0 时 ,因为 


Onal T) (2—3) =%,.1(2)= I «—,), 


ЭЛ) СС) FD Ца). 


105. j O< 6<п. 则 


БЫ ЕУ (z) OR ”'(т) 
kl -F (k—v)! @ “ae. 


ГЕ) 和 用 命题 102 让 明 中 的 (*) 式 即 得 ， 
106. ik FO O(EHE<T, хо, tt, Ta EIER, Ha RAET °, 
e 239 а ` 


т> 的 内 н. 则 对 0<k=<n, 存在 £€ <, Zo 5 zn> 使 


RD 
В%(г)= PESIT эг (ш). (Steffensen) 
[HE] Ето, oo zo АВГ, CEE (т—т,-„) 


x" 此 过 0, 1, ny k 时 是 同 号 的 . 所 以 对 £ ,€<r, To, е, T> (у= 0, УТ 
k), 在 在 &Є<гт, 20," £> {E 


ЭС AE 
ро, 


由 是 ,根据 命题 104 和 105 即 得 . 
107， 设 fo+5(z) 在 czo yzu> 上 连续 , Хо, +, Za > 的 长 
JÈ Ay h. WIEM 0<К<л 时 对 xzE<zo ,zw> 一 致 地 有 
ROO(z)=O(h"' 1), 
确切 地 说 ， 


1 
ai r ar a 


(ZE<Zo Zn> ) o 
CE] 利用 命题 104 利 105 来 证 ， 因 为 
ex 一 > П (х — т; ), 


Ора š i" КА: 


所 以 
ICE (т) 
z Ucan a. a 
РТО O P Ж Ab. 


0x <i n барб 


d} В" = = азд, h"ut1-8 
ан (n+1—k)1 i 


-240° 


因此 由 命题 104, 
АУ 
IROG) аа 


k 
ах |у) > 
> v 0 


sR 


1 
Са DT 


1 po 
е Р pp n+i) n+1-k 
(#—ta-r) |SU EFI Á тах, | Na, 


108. iz f(z)A=[a,b] Eñ fi e RAR. 我 们 称 
(54) = sup. |f(z2)—f(z)| (0<£<(b—a)) 


х,у [а,Ь] : 
љў 在 [a,5] 上 的 连续 模 ， 试 证 , 了 在 [a,5] 上 连续 的 充 要 条 件 是 
о(ў; ё) =0(1) (41-30+ 

109. Е o(t)=o(f; EATER 
olnt) <по(і), 
这 里 % 为 正 整数 .从 而 推出 


Sp (шу, 
tz i ti ' 


[证 ] Brn Ela, 0), raant. =T, Wal 
ИУ 
fe) f(a) SB) fG + G—D9)| 
| кон 
ЗА o(nt)<no( t). | 
再 设 0< <t <b-a, Д п RT 至 的 最 大 整数 ， 则 
©(%)<Ф((4-1)4,)<<5(--1)(4,) 
«(а + ljeG < alfj: 


"ТЕД 
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110， 试 证 ， 连 续 国 数 了 的 连续 模 o(t) осу 4) 满足 下 列 条 - 
件 : | 

0=овю(0)<о(4,)—Ф(1,)<Фо(Ф%,—{4,) (0<¿,<t,<b—a). 
反之 ，[0，2 一 中 上 满足 这 个 条 件 的 国 数 2(t) 必 为 某 个 连续 国 数 、 
(比方 它 自身 ) 的 连续 模 . 

111. тот, te, En ЕБ, 209219697, 是 其 
置换 ,并 记 


һ= min (2;,;—2;). 
0<j,j+i<n 


假定 0<т<п, f (r)fEÉ<z, z > EJER, h, >>0. ШР: 
v=m+1,m+2, =, n, | 


182, =, 22,12 


“hmar ӘСР, Аа) 
са 1, e, n— y). 
ОПЕ] 对 * 施行 归纳 法 ， 首 先 ,由 命题 99 和 101, 
|f[z;, ee, п = Са» ese, 1), m£ J flan ne Ejam] 


£ya ©з 


1 т safi m 
= mina E) if (£a) f (&)], 


其 中 Éi &,Є[2;, By киж» 从 而 16 一 所 <25,„..—25=0, 0 之 pn il- 
故 由 命题 110, 


Z. s. Ф; о J”; Ó) „СЭ; hn) 
ШЕЛ siran s F <2 Bana 


(j=0,1, =», n—=m— 1). 
这 说 明 本 命题 中 的 不 等 式 对 ?二 m1 成立， 
设 命题 中 的 不 等 式 对 某 个 py 已 成 立 , m Е1<»<п. MUH 


L =. pr Жз == СГ. ese. ж 
[FEB 8 | SBS ы дызы == ыны. 


Si. p аш] 


和 和 i441 一 Wj 这 hmri 可 知 对 > 十 1 亦 成 立 ， ЕЕ, 
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112. |Z 0=k- тп, Р(х) Еско, ,zi> 上 连续 ，] >0. 
ДЗ} z=<zo,…, za> 一 致 地 有 


RL) of ==) (h->0),- 


ті 
ЯД ЕЛИН, 


tad дт Ки 2 
IR“ (x)| < m! ssp RET жю" Заза) 


(zE<zo t, n>), 
这 里 下 是 <zo =, тх WIRE. h. Etin бе, Tin HIRIE Oio 
< <: <i,  <n)Z B hat. 
[证 ] ЖЕ < m= n 的 情形 ， 把 命题 102 的 结果 写成 


k 
(k; =}! y+1 zo Um, ?一 162) 
Вет) Уа Bo а, JES" 


y = 0 


е (7Z 一 元 1) ў > f[zo, "е „юу (т). 


这 是 以 m— 1 代替 102 题 中 的 名 并 对 zo, ++, z, pa ET [L-e 
<T, 写 出 的 ,加 ,(7) 就 是 对 z, Г о, (2). Ш, 节点 的 置换 不 
公 改 竖 捕 值 多 圳 式 ， 因 而 也 椒 会 改变 其 余 需 es 髓 应 用 命题 
-105, 有 


R®(z)= HDT, t z , 5 m-s -1]— f LZ, … Bm? 


Tasa (ава) D fan 5, E, Joa) 


(k—v)! s=m+1 
LN aS 
2-1 < 


估计 5a 由 命题 107 的 证 明 过 程 可 知 


2,02) [< <и =p(v— 1) (у 1)h' =n* h” +. 
油 此 由 命题 111， | | 


[2,1< ze 2 us rolf; hmi nt h’ 
y=m-1 
k n-k n 
S Zes 


y=m+1 


(Dl 2) h 


m! š 
对 之 ,类似 地 有 | 


Tof” i Алал) 


h”-t М 
оС D. 
由 命题 109 又 有 有 


pm-k+1 
[3 S20 pr 
(hai FER. ) 所 以 总 起 来 说 ， 


Bs 有 n+1) 
Рал 


站 z€ <zo, ° 


С ‚> 
moe, 人 wf" atas 
至 于 尚 留 下 未 证 的 m= 的 情形 , 我 们 直接 有 

ы В (у= (а) Га, 

eg > х, м, z, Jo) (z). 
>= E+1 
由 是 利用 对 >, 的 估计 立即 给 出 所 要 证 的 结 
[注意 ] 本 题 说 明 , 当 被 托 函 数 具 有 т<п ИЕ М, < 
许 对 含有 m+ 1 重 节点 的 节点 组 (Вр л, =0) 进行 插值 .并 且 如 果 
hh, , >0>0, 则 插值 余 项 满足 


8902) «15| 1,127 


„Zg 


_ max „уои е) (0<Е< т). 
又 当 被 插 函 数 上 县 有 7 十 1 阶 连续 导数 时 ,注意 到 o(fo; Oh., 
由 本 命题 也 能 给 出 


тах |R'(z)] = 
XE <Ze RR> 


ОЬ") (0<k<Q). 
现在 的 问题 是 ,此 地 的 “大 0” 能 否 改 成 “小 o”? 下 面 的 命题 113 一 
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115 及 117 将 给 出 其 解答 和 县 体例 子 . 
113. i 0<Km<k<n. Hi 


Вау мар id 
El =,» ‚ To, , ta] H (Kp)! 


O z | 
+u к" To “uq s E g a-a imna 


z (@—>)! 
[提示 ] 从 命题 102 中 т=п BF £ ҖИҢ Ж, 0 88102 的 
ПЕР ЖЕЛ. 


114. $ 0<<я, О(г) ЕЕ, то, +, тох 上 连续 ， 则 存 
在 £ /C<z, Zo, °°, &>(»=0, е, k) {E 


RƏ(s) _ ы FEDE), ех) 
й Сати! (бею (Steffensen) 


[证 ] 于 命题 113 E 加 = 和 并 应 用 命题 101 即 得 . | 
115. ра, = 200 ih(i=0, 1,1,0), А220. УЛЕС [Г ав, 
zs] 使 


| (—1)”- ааз: z уе?) 


(а: =) 


R” (х;) | 
ig (+1)° nf(nt+2 = 
с a nO (i= = 整数 ) 
п— 1 


[证 ] 先 证 i 名 的 情形 ， 由 于 对 称 性 , 不 妨 设 i<* 了 + 这 
对 ,于 命题 113 取 m=0,k=2, 我 们 有 


OCS s) 


20% 


=(— jj" -li (n—i)ih" 1 Е. 25. 


pefr 
PEE AE EE 
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On-z(Z)(z 一 Zr-2)|z-z; 王 0， 
и к= [н], 所 以 与 命题 106 类 似 地 即 得 所 要 证 的 等 式 . 
对 于 ;一 了 的 情形 ， 由 于 o%+1(z;)=0, ЖИП m= 1. ДЫН 
于 
an-1(Z)(Z 一 Zn-1)|z-zi 王 0. 
所 以 立即 可 以 得 到 所 要 证 的 等 式 . 
[注意 ] 命题 113 和 114 说 明 , 若 
оС) 0, 
则 000) = ОСА") р Е aye p s ie puka Т, ЖЕ f Wo 
光 请 程度 如 何 地 好 .除非 正好 
{ЙГ ж”, 20, s. 2,1=0. 
因此 , 这 时 ОСА" +15) рдЕ КОЮ (туу “O Br. 至 于 在 使 
©зу1(®)=0 
的 特殊 点 z 处 , ВОО (жууй АА 0(h*+2-*)， 有 的 文献 中 , 称 这 种 
z 为 超收 化 点 (此 名 称 似乎 不 太 妥 贴 )， 我 们 不 难看 出 ， 对 于 实 变 
EHRE. ROCE RETE O+) 更 高 了 一 一 除去 zo. 
…, zn 中 有 多 于 龙 个 节点 与 % 重合 这 种 显然 平凡 的 情形 . 
116， 设 "+0(z) 在 [a,a-+nh] 上 连续 ， 试 证 当 0h<<n 时 有 
下 列 马尔 可 夫 (B. А. MapkoB) 公 式 成 立 : 


asyo А a] 


t=0 


paat E А» Figa 
+( h) l-k Es Оо r H |, , 


Rip £C[a, a 十 nh], 而 
А" (а) = SD ya ТТА 


O HER] 这 是 命题 106 的 特例 . 
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117. 设 节 点 To, Ti, ,Tn 关于 2 对 称 分 布 ， 而 0<k=<n. 则 
H k L; n 的 奇偶 性 不 相同 时 


воа) tot (a), 


当 与 么 的 奇偶 性 相同 时 


вот) O ipa), 


这 里 假定 出 现 的 导数 在 <zo， e; zn> 上 连续 ， 而 <E<zo， °... Zn>。 
(Бродский) 
[提示 ] 利用 命题 113 来 证 ， 当 与 区 的 奇偶 性 不 同时 取 
m=0, 3 k 5 n 的 奇偶 性 相同 时 取 т=1. 并 且 , 不 妨 设 
С да да дс 2< Zn. 


则 容易 验证 окту (2) (тн, +т) 24 у= т, mtl, =, k ВАБ, 


关于 第 四 章 的 注释 


注 1， 从 本 章 的 例题 10, 11, 12, 13, 21, 22 TUAH: 利用 阶 的 
估计 来 判别 收敛 性 的 方法 是 特别 方 使 的 ， 因 此 这 里 值得 注意 的 一 
点 是 : 应 该 学 会 粗略 地 合计 阶 的 能 力 , 也 就 是 说 应 该 学 会 对 于 收敛 
性 问题 的 观察 能 力 ， 当 然 这 种 能 力 的 培养 是 需要 通过 具体 例子 的 
演习 才能 见效 的 . | 

#2. E 82 ФАЛТ JILA Ж БЛЕЗ: ДЖ ДЕРЕП 
证 法 ， 这 些 方法 对 于 初学 解析 数论 的 人 来 说 , 是 特别 值得 学 习 的 ， 
不 难 体会 , 这 些 方法 主要 是 表明 了 如 何 通过 连续 变量 的 形式 (例如 


积分 式 与 Inz ножева нА е, /ih п1,т(®))%) 


极限 状态 . 
Ж3. йт 47, 48, 50, 51 对 函数 类 到 该 划 了 某 些 渐 近 估计 成 
立 的 特征 ， 这 些 渐 近 估计 的 成 立 本 是 有 逼近 论 中 的 逆 定 理 如 之 于 各 
2 了 7。 


近 度 上 的 要 求 ， 但 这 几 个 命题 在 一 般 的 解析 计算 中 多 少 有 一 些 用 
处 ， 例 如 ,< 利用 它 我 们 简化 了 弗 兰 西 斯 一 一 立 笃 胡 特 (E. C. Fran- 
cis; J. E. Littlewood, 1885 一 1977) 渐 近 式 (命题 53) 的 证 明 . 

注 4， 从 $3 中 的 命题 63 及 其 证 法 来 看 , 可 能 会 使 人 想到 无 穷 
大 量 的 分 布 好 象 连续 绕 上 的 实数 一 般 ， 其实 这 样 的 想法 是 并 不 正 
确 的 ， 事 实 上 , 根据 阿达 玛 的 定理 (命题 68)， 我 们 知道 对 于 任意 
一 对 满足 0,40, 条 件 的 增 叙 列 {gn) 与 降 叙 列 {% 来 说 ， 中 间 总 
可 插入 无 穷 多 个 新 的 无 穷 大 ， 但 是 在 实数 连续 统 上 ， 递 增 数列 与 
递 降 数 列 有 了 时 却 可 能 决定 唯一 的 公共 极限 值 , 

注 5。 关 于 无 穷 大 强度 的 比较 ， 如 能 培养 一 种 明快 的 判断 力 ， 
那 是 十 分 有 益 的 ， 特 别 是 关于 64 题 、65 题 及 68 题 的 证 法 ， 读 者 
最 好 能 通过 绘图 的 方式 , 籍 以 获得 一 种 正确 的 吉 观 认识 . 

注 6，75、78 两 题 给 出 了 指数 函数 和 寡 国 数 的 有 理 公 式 渐 近 
展开 ， 即 帕 竟 逼近 ， 帕 竟 逼 近 往 往 是 比 泰 勤 展 开 更 为 有 效 的 近似 
式 ， 因 而 很 有 实用 价值 ， 例 如 ， 这 里 给 出 的 关于 老 函 数 的 帕 竞 逼 
近 ， 其 中 开头 儿 个 为 电子 计算 机 提供 了 开 根 运算 的 迭代 函数 ， 命 
EH 74 的 奥 勃 列 希 柯 夫 公式 还 可 以 为 我 们 导出 诸如 lnz, arctgz 等 
函数 的 帕 竟 逼近 ， 读 者 不 妨 一 试 , 

注 7， 命 题 77 关于 e 的 超越 性 是 厄 米 特 (Ch. Hermite, 1822 
一 1901)1873 年 发 现 的 ， 此 后 不 久 林 特 曼 4E.Lindemann, 1852 一 
1939) 利 用 他 的 方法 证 明了 z 的 超越 性 ， 从 而 解决 了 方圆 不 能 ( 即 
不 能 用 直 尺 与 圆规 作出 与 给 定 圆 等 面积 的 正方 形 ) 这 样 一 个 几何 
难题 ， 从 这 个 例子 我 们 可 以 见 到 ， 阶 的 估计 是 代数 数论 中 的 重要 
方法 .这 方面 ， 最 重要 的 结果 即 是 解决 希 尔 伯 特 第 七 问题 所 得 出 
的 结论 : а" 的 超越 性 , 这 里 5 是 任意 的 代数 无 理 数 ,a 5:20, 1 的 
任意 代数 数 ， 这 个 结论 是 盖 立 芳 特 (A,O. Fens 中 onx)1929 年 得 到 
的 , 其 所 用 的 方法 即 是 基于 对 复 变 函数 a’ 的 插值 余 项 的 阶 估计 . 
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:&8. 命题 80 是 曼 于 不 等 式 的 精确 化 ， 第 三 章 命 题 7 中 的 不 
儿 式 是 曼 丢 在 1890 年 猜测 而 由 勃 格 于 1952 年 证 明 的 . 范 德 考 村 
(J.G. Van der Corput) 和 海 弗 林 格 (L.O. Heflinger) 于 1956 年 
证 明 
| = 2п 1 5 
oaro — 16c1° 
这 相当 于 命题 80 到 =1 的 结果 .我 们 能 得 出 这 样 一 般 的 结果 也 
是 得 力 于 欧 拉 -马克 劳 林 公 式 . 
+9. 命题 81 给 出 了 欧 拉 - 马 克 劳 林 公 式 的 比较 广泛 的 形式 . 
这 种 形式 在 解析 数论 中 很 有 用 处 ， 关 于 这 方面 的 例子 我 们 只 举 了 
圆 内 格 点 问题 (命题 86) 这 一 个 例子 . 这 个 例子 的 问题 是 数论 中 
的 著名 问题 之 一 .怎样 尽量 改善 余 项 的 阶 ， 目 前 数论 工作 者 仍 在 
不 断 努 力 之 中 ， 另 一 方面 ,已 知 对 任意 正 数 e, 
9 


是 不 可 能 的 . 

注 10， 振 荡 积分 的 渐 近 展开 公式 有 着 强烈 的 实际 应 用 背景 
在 这 方面 ， 国 外 学 者 的 工作 部 没有 得 到 这 样 一 般 和 应 用 灵 便 的 结 
果 ， 事 实 上 ,他 们 研究 的 只 是 /(т, 9) 为 变量 可 分 离 这 样 一 种 较为 
简单 的 情形 . 含 大 实 参 数 入 的 振荡 积分 的 一 般 渐 近 展 开 公式 (但 不 
带 封闭 余 项 ) 是 本 书 前 一- 作者 和 周 薄 时 合作 的 研究 成 果 ， 见 < 应 用 
数学 学 报 3 第 3 卷 (1980), 第 204—209 T. 

#11. 命题 81 给 出 的 欧 拉 - 马 克 劳 林 公式 的 那 种 形式 是 和 下 
列 形式 等 效 的 : 


-| туё 


дв Уе DB (fe (0) 
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一 | ВАС), 


其 中 0<z<1, 4 是 任意 正 数 ，(4 一 9) 表 示 小 于 4 一 y 的 最 大 整数 ， 
正 由 于 这 个 缘故 ， 我 们 能 运用 命题 81 去 简单 地 导出 命题 82 带 封 
闭 余 项 的 振荡 积分 渐 近 展开 公式 .命题 81 一 85 是 本 书后 一 作者 
的 工作 . 

注 12， 差 商 和 托 值 是 非 当 重要 的 解析 运算 工具 和 技巧 ， 切 不 
可 以 为 这 只 对 数值 工作 者 有 用 . 我们 特别 指出 , 尽管 命题 96 关于 
， 差 商 显 式 表示 的 经 典 结果 很 优美 , 但 命题 99 关于 差 商 的 递 推 靶 则 
仍 是 最 为 重要 的 。 从 102 题 开始 的 一 些 重要 命题 的 推导 无 不 说 明 
这 一 点 。 可 以 说 ， 学 会 它 的 灵活 运用 是 掌握 差 商 运算 技巧 的 关键 
所 在 . 

注 13， 命 题 102 以 及 由 它 推 出 的 诸 命题 在 数值 分 析 和 逼近 论 
中 有 有 很 重要 的 应 用 。 这 些 命题 的 结果 比 之 康 托 洛 维 奇 (.I. B. Kan- 
торович, 1912 —) #19912: (B. И. Крылоь) < 947 НЕ 
方法 > 中 、 普 伦 特 (P.M. Prenter) 在 《 样 条 函数 和 变 分 方法 > 中 的 结 
果 有 本 质 和 彻底 的 改进 .而 米 凯 拉 德 捷 (Ш. Е. Микеладзг) 在 
《数学 分 析 的 数值 方法 > 中 的 结果 则 是 错误 的 .他 认为 只 

Qw (Z)>0, 

就 有 


Во) 0 оа), 


读者 不 难 立 刻 看 出 其 错误 的 缘由 .命题 102, 112, 113,115 是 本 书 
后 一 作者 的 工作 , 其 中 命题 112 是 与 杨 义 群 合 作 的 成 果 ， 稍 后 , йт 
题 113 当 m=0 时 的 特例 也 为 特 肯 (T. Dokken) 和 李 奇 (T. Lyche) 
独立 得 到 . 这 些 结 果 , АГ ТЕНТА (ОЈ. Е. Steffensen, 1873 一 
1961) 公式 即 例题 114 的 逐步 发 展 . 
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